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Аннотация. В прямоугольнике D =
{

(x, y) : a < x < a1, b < y < b1
}

с границей Γ1 = {y = b, a <

x < a1}, Γ2 = {x = a, b < y < b1} изучается переопределенная система интегральных уравнений типа
Вольтерра с особыми линиями, которая состоит из двумерного интегрального уравнения и двух од-
номерных интегральных уравнений. Решение переопределенной системы интегральных уравнений
типа Вольтерра с особыми линиями ищется в классе непрерывных функций в прямоугольнике D и
обращающихся в нуль на Γ1, Γ2. В случае, когда основным уравнением изучаемой переопределенной
системы интегральных уравнений является первое уравнение системы, и коэффициенты двумерно-
го интегрального уравнения связаны и не связаны между собой особым образом, получим условия
совместности уравнений системы. В случае, когда коэффициенты первого уравнения переопределен-
ной системы не связаны между собой, решение переопределенной системы интегральных уравнений
ищется в виде обобщенных степенных рядов. В работе получены явные решения переопределенной
системы уравнений, которые в зависимости от знака коэффициентов могут содержать произволь-
ные постоянные. Определены условия совместности уравнений системы, изучены свойства решений,
ставятся и решаются задачи типа Коши, где условия задаются на сингулярных многообразиях.

Ключевые слова: переопределенная система уравнений, интегральное уравнение типа Вольтерра,
особые линии, произвольные постоянные.

AMS Subject Classification: 45D05.

Образец цитирования: Раджабова Л. Н., Раджабов Н. К теории переопределенных систем ин-
тегральных уравнений типа Вольтерра с особыми линиями // Владикавк. мат. журн.—2025.—Т. 27,
вып. 4.—С. 109–123. DOI: 10.46698/q2158-4503-2268-b.

1. Введение

Отметим, что изучению интегральных уравнений и краевых задач для аналитических
функций посвящены известные монографии Н. И. Мусхелишвили [1], Ф. Д. Гахова [2],
И. Н. Векуа [3]. Достойный вклад в развитие теории интегральных уравнений с непре-
рывными ядрами, со слабо-сингулярными ядрами, многомерных интегральных уравне-
ний внес труд С. Г. Михлина [4]. Работы А. Джураева [5], Г. Джангибекова [6] и их
учеников посвящены изучению обобщенных аналитических функций, также связанных
с ними двумерных сингулярных интегральных уравнений. Исследованию характеристи-
ческого сингулярного интегрального уравнения с ядром Коши в исключительном случае,
получению условия разрешимости и явной формулы представления решения посвящена
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работа А. П. Солдатова [7]. Теория сингулярных интегральных уравнений с особенностя-
ми логарифмического или степенного типа, а также одновременно со слабыми и силь-
ными особенностями в различных сочетаниях, была разработана Н. Б. Плещинским [8].
Основам вычисления определенных, сингулярных и гиперсингулярных одномерных и
двумерных интегралов, а также численному решению уравнений с ними, построению
и обоснованию вычислительных схем решений для слабо-сингулярных и сингулярных
интегральных уравнений различных видов посвящены труды С. А. Довгого, И. К. Ли-
фанова [9], Г. А. Расолько [10] и И. В. Байкова [11].

Отметим, что ранее в работах Н. Раджабова [12] были исследованы интегральные
уравнения типа Вольтерра с особыми левыми и правыми граничными, а также внут-
ренними сингулярными или сверх-сингулярными ядрами. Изучению переопределенных
систем одномерных интегральных уравнений типа Вольтерра с сингулярными или сверх-
сингулярными точками в ядре посвящена монография [13]. В [14] исследованы двумер-
ные интегральные уравнения типа Вольтерра с особыми и сильно-особыми граничными
линиями в прямоугольнике. Работы [15–17] посвящены изучению двумерных интеграль-
ных уравнений типа Вольтерра с особыми и сильно-особыми граничными линиями по од-
ной из переменных и слабо-особыми линиями по второй переменной на полосе. В данной
статье исследуется переопределенная система интегральных уравнений, которая состоит
из одного двумерного и двух одномерных интегральных уравнений с особыми линиями.
Для этой системы уравнений получены явные решения, которые могут содержать про-
извольные постоянные, определены условия совместности уравнений системы, изучены
свойства решений, а также выписываются решения соответствующих задач типа Коши.

2. Основной результат

Пусть дан прямоугольник D =
{

(x, y) : a < x < a1, b < y < b1
}

с граничными
линиями Γ1 = {y = b, a < x < a1}, Γ2 = {x = a, b < y < b1}. Рассмотрим в нем
переопределенную систему интегральных уравнений с особыми линиями вида



































u(x, y) + λ
x
∫

a

u(t,y)
t−a

dt− µ
b
∫

y

u(x,s)
b−s

ds+ δ
x
∫

a

dt
t−a

b
∫

y

u(t,s)
b−s

ds = f(x, y),

u(x, y) + ν
x
∫

a

u(t,y)
t−a

dt = g1(x, y),

u(x, y) − χ
b
∫

y

u(t,s)
b−s

ds = g2(x, y),

(1)

где f , g1, g2 — заданные функции, λ, µ, δ, ν, χ — заданные числа, u — искомая функция.
Решение переопределенной системы интегральных уравнений типа Вольтерра с осо-

быми ядрами (1) будем искать в классе функций u ∈ C(D), обращающихся в нуль на Γ1

и Γ2 с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o[(x− a)ε], ε > 0, x→ a,

u(x, y) = o[(y − b)ε], ε > 0, y → b.

Будем говорить, что в системе (1) основным уравнением является первое, если сна-
чала находится его решение, а после подчиняется второму и третьему уравнению.

Аналогичным образом вводится понятие основного второго и третьего уравнений.
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Отметим, что если в системе интегральных уравнений (1) основным уравнением явля-
ется первое, то функция f обращается в нуль на Γ1 и Γ2 с асимптотическим поведением:

f(x, y) = o
[

(x− a)δ1
]

, δ1 > |λ|, при x→ a, (2)

f(x, y) = o
[

(b− y)γ1
]

, γ1 > µ, при y → b. (3)

Тогда согласно [14], явное решение первого уравнения системы (1) при λ < 0, µ > 0,
δ = −λµ представимо в виде

u(x, y) = (b− y)µϕ(x) + (x− a)λψ(y) + f(x, y)− λ

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
f(t, y)

t− a
dt

+µ

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(x, s)

b− s
ds− λµ

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
dt

t− a

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(t, s)

b− s
ds,

(4)

где ϕ, ψ — произвольные функции.
Подставляя решение вида (4) во второе и третье уравнения системы, определяем

условия совместности уравнений системы, значения произвольных функций в решении
вида (4) для различных значений коэффициентов переопределенной системы (1). Для
данной системы в случае, когда коэффициенты первого уравнения связаны между собой,
справедливы следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть в системе интегральных уравнений типа Вольтерра с особыми

линиями (1) при соотношениях λ < 0, µ > 0, δ = −λµ, ν < 0, χ > 0, |ν| > |λ|, f, g1, g2 ∈
C(D), f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением:

f(x, y) = o
[

(x− a)δ1
]

, δ1 > |λ|, при x→ a, (5)

f(x, y) = o
[

(b− y)γ1
]

, γ1 > µ, при y → b, (6)

существуют пределы

(b− y)−µg1(x, y) |y=b= g1(x), (7)

(x− a)λg2(x, y) |x=a= g2(y), (8)

причем g1(a) = 0, g2(b) = 0 с асимптотическим поведением:

g1(x) = o
[

(x− a)δ2
]

, δ2 > |ν|, при x→ a, (9)

g2(y) = o
[

(b− y)γ3
]

, γ3 > χ, при y → b. (10)

При этом функции f , g1, g2 связаны между собой условиями совместности

µg1(x, y) + (b− y)
∂

∂x

(

g1(x, y)− f(x, y)
)

+

(

ν − λ

λ

)

(x− a)−λ

×



µψ(y)
∂ψ(y)

∂y
+ (b− y)(λ− ν)λ

x
∫

a

(

x− a

t− a

)λ
f(x, s)

t− a
ds



 = 0,

(11)
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λg2(x, y) +

(

χ

µ
− 1

)

(b− y)µ

[

(λ− ν)(x− a)−νc1 + (λ− ν)g1(x)

+ν(1− λ)

x
∫

a

(

t− a

x− a

)ν
g1(t)

t− a
dt+ (x− a)

∂

∂x
g1(x)

]

= (x− a)
∂

∂x

[

f(x, y)− g2(x, y) + (µ− χ)

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(x, s)

b− s
ds

]

,

(12)

где

ψ(y) = (b− y)χc2 + g2(y) + χ

b
∫

y

(

b− y

b− s

)χ
g2(s)

b− s
ds.

Тогда система (1) всегда разрешима и решение выражается равенством

u(x, y) = (b− y)µ

[

(x− a)−νc1 + g1(x)− ν

x
∫

a

(

x− a

t− a

)|ν|
g1(t)

t− a
dt

]

+(x− a)|λ|

[

(b− y)χc2 + g2(y) + χ

b
∫

y

(

b− y

b− s

)χ
g2(s)

b− s
ds

]

+f(x, y)− λ

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
f(t, y)

t− a
dt+ µ

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(x, s)

b− s
ds

−λµ

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
dt

t− a

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(t, s)

b− s
ds,

(13)

где c1, c2 — произвольные постоянные.

Следствие 1. При выполнении условий теоремы 1 любое решение системы (1) из

класса C(D) на Γ1 и Γ2 обращается в нуль с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o[(x− a)|λ|], при x→ a;
u(x, y) = o[(y − b)y3 ], где y3 = min(µ, χ) при y → b.

Свойство решения. Умножая на (b− y)(−µ) обе стороны полученного решения (13)
системы (1), далее при µ < χ, y = b, получим

(b− y)−µu(x, y)
∣

∣

y=b
=



(x− a)−νc1 + g1(x)− ν

x
∫

a

(

x− a

t− a

)|ν|
g1(t)

t− a
dt



 .

Тогда

(x− a)ν(b− y)−µu(x, y)
∣

∣

∣

y=b,
x=a

= c1.

Теперь, умножая обе стороны решения (13) на (x− a)λ, при |ν| > |λ|, x = a, имеем

(x− a)λu(x, y)|x=a = (b− y)χc2 + g2(y) + χ

b
∫

y

(

b− y

b− s

)χ
g2(s)

b− s
ds.
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Тогда

(y − b)−χ(x− a)λu(x, y)
∣

∣

∣x=a,
y=b

= c2.

Теорема 2. Пусть в системе (1) при соотношениях λ < 0, µ > 0, δ = −λµ, ν > 0,
χ < 0, f, g1, g2 ∈ C(D), f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением (5), (6) существуют

пределы (7), (8), где

g1(x) = o
[

(x− a)ε
]

, ε > 0, x→ a; (14)

g2(y) = o
[

(y − b)ε
]

, ε > 0, y → b, (15)

а функции f , g1, g2 связаны между собой условиями совместности (11) и

λ g2(x, y)+

(

χ

µ
− 1

)

(b− y)µ



(λ− ν)g1(x)+(ν − λν)

x
∫

a

(

t− a

x− a

)ν
g1(t)

t− a
dt+(x− a)

∂g1(x)

∂x





= (x− a)
∂

∂x



f(x, y)− g2(x, y) + (µ − χ)

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(x, s)

b− s
ds



 .

Тогда система (1) всегда разрешима и ее единственное решение представимо в виде:

u(x, y) = g1(x, y)− ν

x
∫

a

(

x− a

t− a

)|ν|
g1(t)

t− a
dt+ g2(x, y) + χ

b
∫

y

(

b− y

b− s

)χ
g2(s)

b− s
ds

+f(x, y)− λ

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
f(t, y)

t− a
dt+ µ

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(x, s)

b− s
ds

−λµ

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
dt

t− a

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(t, s)

b− s
ds.

Следствие 2. При выполнении условий теоремы 2 любое решение системы (1) из

класса C(D) на Γ1 и Γ2 обращается в нуль с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o[(x− a)ε] при ε > 0;

u(x, y) = o[(y − b)ε] при ε > 0.

Теорема 3. Пусть в системе (1) при соотношениях λ < 0, µ > 0, δ = −λµ, ν > 0,
χ > 0, f, g1, g2 ∈ C(D), f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением (5), (6) существуют

пределы (7), (8), где g1(a) = 0, g2(b) = 0 с асимптотическим поведением (14), (10).
Функции f , g1, g2 связаны между собой условиями совместности (11) и

λ g2(x, y) +

(

χ

µ
− 1

)

(b− y)µ



(λ− ν)g1x+ ν(1− λ)

x
∫

a

(

t− a

x− a

)ν
g1(t)

t− a
dt+ (x− a)

∂g1(x)

∂x





= (x− a)
∂

∂x



f(x, y)− g2(x, y) + (µ− χ)

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(x, s)

b− s
ds



 .
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Тогда переопределенная неоднородная система интегральных уравнений типа Вольтерра

с особыми линиями (1) всегда разрешима, решение содержит одну произвольную посто-

янную и представимо в виде:

u(x, y) = (b− y)µ



g1(x)− ν

x
∫

a

(

x− a

t− a

)|ν|
g1(t)

t− a
dt





+(x− a)|λ|



(b− y)χc2 + g2(y) + χ

b
∫

y

(

b− y

b− s

)χ
g2(s)

b− s
ds





+f(x, y)− λ

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
f(t, y)

t− a
dt+ µ

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(x, s)

b− s
ds

−λµ

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
dt

t− a

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(t, s)

b− s
ds.

(16)

Следствие 3. При выполнении условий теоремы 3 любое решение системы (1)
из класса C(D) на Γ1 и Γ2 обращается в нуль с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o[(x− a)ε] при ε > 0;

u(x, y) = o[(y − b)γ4 ], где γ4 = min(µ, χ) при y → b.

Свойство решения. Умножая обе стороны решения (16) на (x− a)λ, при |ν| > |λ|,
x = a, получим

(x− a)λu(x, y)
∣

∣

x=a
= (b− y)χc2 + g2(y) + χ

b
∫

y

(

b− y

b− s

)χ
g2(s)

b− s
ds.

Тогда

(y − b)−χ(x− a)λu(x, y)
∣

∣

∣x=a,
y=b

= c2.

Теорема 4. Пусть в системе (1) при соотношениях λ < 0, µ > 0, δ = −λµ, ν < 0,
χ < 0, |ν| > |λ|, f, g1, g2 ∈ C(D), f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением (5), (6)
существуют пределы (7), (8), где g1(a) = 0, g2(b) = 0 с асимптотическим поведением

(9), (15). Функции f , g1, g2 связаны между собой условиями совместности (11), (12), где

ψ(y) = g2(y) + χ

b
∫

y

(

b− y

b− s

)χ
g2(s)

b− s
ds.

Тогда переопределенная система (1) всегда разрешима, решение содержит одну произ-
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вольную постоянную и выражается равенством

u(x, y) = (b− y)µ



(x− a)−νc1 + g1(x)− ν

x
∫

a

(

x− a

t− a

)|ν|
g1(t)

t− a
dt





+(x− a)|λ|



g2(y) + χ

b
∫

y

(

b− y

b− s

)χ
g2(s)

b− s
ds





+f(x, y)− λ

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
f(t, y)

t− a
dt+ µ

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(x, s)

b− s
ds

−λµ

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
dt

t− a

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(t, s)

b− s
ds.

(17)

Следствие 4. При выполнении условий теоремы 4 любое решение системы (1) из

класса C(D) на Γ1 и Γ2 обращается в нуль с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o[(x− a)|λ|], при x→ a;
u(x, y) = o[(y − b)ε], ε > 0 при y → b.

Свойство решения. Умножая на (y − b)−µ обе стороны полученного решения (17)
системы (1), при выполнении условия (b− y)−µg2(y)|y=b = 0, при x = a, получим

(b− y)−µu(x, y)
∣

∣

y=b
= (x− a)−νc1 + g1(x)− ν

x
∫

a

(

x− a

t− a

)|ν|
g1(t)

t− a
dt.

Тогда

(x− a)ν(b− y)−µu(x, y)
∣

∣

∣

y=b,
x=a

= c1.

Теорема 5. Пусть в системе (1) при соотношениях λ > 0, µ < 0, δ = −λµ,

f, g1, g2 ∈ C(D), f(a, b) = 0, g1(a, b) = 0, g2(a, b) = 0, соответственно, с асимптотиче-

ским поведением:

f(x, y) = o
[

(x− a)ε
]

, ε > 0 при x→ a; (18)

f(x, y) = o
[

(y − b)ε
]

, ε > 0 при y → b, (19)

g1(x, y) = o
[

(x− a)ε
]

, ε > 0 при x→ a; (20)

g1(x, y) = o
[

(y − b)ε
]

, ε > 0 при y → b, (21)

g2(x, y) = o
[

(x− a)ε
]

, ε > 0 при x→ a; (22)

g2(x, y) = o
[

(y − b)ε
]

, ε > 0 при y → b. (23)

Функции f , g1, g2 связаны между собой условиями совместности:

f(x, y)− (ν − λ)

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
f(t, y)

t− a
dt+ µ

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(x, s)

b− s
ds

+µ(ν − λ)

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
dt

t− a

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(t, s)

b− s
ds = g1(x, y),
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f(x, y)− λ

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
f(t, y)

t− a
dt+ (µ − χ)

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(x, s)

b− s
ds

+λ(χ− µ)

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
dt

t− a

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(t, s)

b− s
ds = g2(x, y).

Тогда переопределенная система (1) имеет единственное решение, представимое в виде:

u(x, y) = f(x, y)− λ

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
f(t, y)

t− a
dt+ µ

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(x, s)

b− s
ds

−λµ

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
dt

t− a

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(t, s)

b− s
ds.

Следствие 5. При выполнении условий теоремы 5 любое решение системы (1) из

класса C(D) на Γ1 и Γ2 обращается в нуль с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o
[

(x− a)ε
]

, ε > 0 при x→ a;

u(x, y) = o[(y − b)ε], ε > 0 при y → b.

Теорема 6. Пусть в системе (1) при соотношениях λ > 0, µ > 0, ν < 0, δ = −λµ,

f, g1, g2 ∈ C(D), f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением (6), (14), существует предел

(7), где g1(a) = 0 и g2(a, b) = 0 удовлетворяют (9), (22), (23), соответственно. Функции

f , g1, g2 связаны между собой условиями совместности:

µg1(x, y)+(b−y)
∂

∂x



g1(x, y)−(f(x, y))+(λ − ν)(b− y)
∂

∂x

x
∫

a

(

x− a

t− a

)λ
f(t, y)

t− a
dt



 = 0, (24)

g2(x, y) =

(

1−
χ

µ

)

(b− y)µ



(x− a)−νc1 + g1(x) + ν

x
∫

a

(

t− a

x− a

)ν
g1(t, y)

t− a
dt





+f(x, y)− λ

x
∫

a

(

x− a

t− a

)λ
f(t, y)

t− a
dt+ (µ − χ)

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(t, s)

b− s
ds

−λ(µ− χ)

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
dt

t− a

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(x, s)

b− s
ds.

Тогда неоднородная система (1) всегда разрешима, решение содержит одну произволь-



К теории переопределенных систем интегральных уравнений типа Вольтерра 117

ную постоянную и выражается равенством

u(x, y) = (b− y)µ



(x− a)−νc1 + g1(x)− ν

x
∫

a

(

x− a

t− a

)|ν|
g1(t)

t− a
dt





+f(x, y)− λ

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
f(t, y)

t− a
dt+ µ

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(x, s)

b− s
ds

−λµ

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
dt

t− a

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(t, s)

b− s
ds.

(25)

Следствие 6. При выполнении условий теоремы 6 любое решение системы (1)
из класса C(D) на Γ1 и Γ2 обращается в нуль с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o[(x− a)ε], ε > 0 при x→ a;

u(x, y) = o[(y − b)µ] при y → b.

Свойство решения. Умножая на (y − b)−µ обе стороны полученного решения (25)
системы (1), при выполнении условий теоремы 6, при y = b, получим

(b− y)−µu(x, y)
∣

∣

y=b
=



(x− a)−νc1 + g1(x)− ν

x
∫

a

(

x− a

t− a

)|ν|
g1(t)

t− a
dt



 .

Следовательно, (x− a)ν(b− y)−µu(x, y)
∣

∣

∣

y=b,
x=a

= c1.

Теорема 7. Пусть в системе (1) при соотношениях λ > 0, µ > 0, ν > 0, δ = −λµ,

f, g1, g2 ∈ C(D), f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением (18), (6), существует пре-

дел (7), где g1(a) = 0 и g2(a, b) = 0 удовлетворяют формулам g1(x) = o[(x − a)ε], ε > 0,
при x→ a, и (22), (23), соответственно. Функции f , g1, g2 связаны между собой услови-

ями совместности (24) и

g2(x, y) =

(

1−
χ

µ

)[

g1(x, y)− ν

x
∫

a

(

t− a

x− a

)ν
g1(t, y)

t− a
dt

]

+f(x, y)− λ

x
∫

a

(

x− a

t− a

)λ
f(t, y)

t− a
dt+ (µ− χ)

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(t, s)

b− s
ds

−λ(µ− χ)

x
∫

a

(

x− a

t− a

)λ
dt

t− a

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(t, s)

b− s
ds.

Тогда неоднородная система (1) всегда разрешима и ее единственное решение выража-
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ется равенством

u(x, y) = g1(x, y)− ν

x
∫

a

(

x− a

t− a

)|ν|
g1(t, y)

t− a
dt

+f(x, y)− λ

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
f(t, y)

t− a
dt+ µ

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(x, s)

b− s
ds

−λµ

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
dt

t− a

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(t, s)

b− s
ds.

Следствие 7. При выполнении условий теоремы 7, любое решение системы (1)
из класса C(D) на Γ1 и Γ2 обращается в нуль с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o[(x− a)ε], ε > 0 при x→ a;
u(x, y) = o[(y − b)µ] при y → b.

Теорема 8. Пусть в системе (1) при соотношениях λ < 0, µ < 0, ν < 0, δ = −λµ,

χ > 0, |ν| > |λ|, f, g1, g2 ∈ C(D), f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением (5), (19),
существует предел (x− a)λg1(x, y)|x=a = g1(y), где g1(b) = 0 и g2(a, b) = 0 удовлетворяют

формулам g1(y) = o[(y − b)ε], ε > 0, при y → b, и (22), (23), соответственно. Функции f ,

g1, g2 связаны между собой условиями совместности:

g1(x, y) =
1

λ

[

νf(x, y)− (x− a)
∂

∂x

(

g1(x, y)− f(x, y)
)

]

+µ(x− a)
∂

∂x

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(x, s)

b− s
ds+ νµ

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(x, s)

b− s
ds,

g2(x, y) = g1(x, y)− χ

b
∫

y

g1(x, s)

b− s
ds + f(x, y)− λ

x
∫

a

(

x− a

t− a

)λ
f(t, y)

t− a
dt

+(µ − χ)

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(x, s)

b− s
ds + λ(χ− µ)

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
dt

t− a

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(x, s)

b− s
ds.

Тогда неоднородная система (1) всегда разрешима и ее единственное решение выража-

ется равенством

u(x, y) = g1(x, y) + f(x, y)− λ

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
f(t, y)

t− a
dt+ µ

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(x, s)

b− s
ds

−λµ

x
∫

a

(

t− a

x− a

)λ
dt

t− a

b
∫

y

(

b− y

b− s

)µ
f(t, s)

b− s
ds.

Следствие 8. При выполнении условий теоремы 7 любое решение системы (1)
из класса C(D) на Γ1 и Γ2 обращается в нуль с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o[(x− a)|λ|] при x→ a;
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u(x, y) = o[(y − b)ε], ε > 0 при y → b.

В случае, когда коэффициенты первого уравнения системы (1) не связаны между

собой, т. е. δ1 = δ+λµ 6= 0, решение переопределенной системы (1) будем искать в классе

непрерывных функций, представимых в виде обобщенного степенного ряда:

u(x, y) = (x− a)−λ(y − b)µ
∞
∑

n=0

(b− y)n+γun(x). (26)

Справедливо утверждение.

Теорема 9. Пусть в системе (1) при соотношениях λ < 0, µ > 0, δ1 = δ + λµ 6= 0,
δ1 < 0, функции f , g1, g2 представимы в виде:

f(x, y) = (x− a)−λ(y − b)µ
∞
∑

n=0

(b− y)n+γfn(x),

g1(x, y) = (x− a)−λ(y − b)µ
∞
∑

n=0

(b− y)n+γg1n(x),

g2(x, y) = (x− a)−λ(y − b)µ
∞
∑

n=0

(b− y)n+γg2n(x),

где fn, g1n, g2n ∈ C(Γ1), в точке x = a обращаются в нуль с асимптотическим поведением:

fn(x) = o
[

(x− a)γ
1
2

]

, γ12 >
|δ1|

n+ γ
, x→ a,

g1n(x) = o[(x− a)ε], ε > 0, x→ a,

g2n(x) = o[(x− a)ε], ε > 0, x→ a.

Функции fn, g1n и g2n связаны между собой условиями совместности:

g1n(x)=

(

1 +
µ

n+ γ

)

(x− a)f ′n(x)− (x− a)g′1n(x)+

(

1− λ+ ν −
δ1

n+ γ

)(

1+
µ

n+ γ

)

fn(x)

−

(

1 +
µ

n+ γ

)(

λ− ν +
δ1

n+ γ

)(

1−
δ1

n+ γ

)

x
∫

a

(

t− a

x− a

)

δ1
n+γ fn(t)

t− a
dt, n = 0, 1, 2, . . . ,

g2n(x) = (n+ γ + µ− χ)

[

(

1−
ν(n+ γ)

λ(n + γ) + δ1

g1n(x)

n+ γ + µ
+

ν

λ(n+ γ) + δ1
fn(x)

)

+ν

(

ν

λ(n + γ) + δ1
−

2

n+ γ

)

x
∫

a

(

t− a

x− a

)

δ1
n+γ fn(t)

t− a
dt

]

, n = 0, 1, 2, . . .

Тогда неоднородная система (1) в классе функций (26), имеет единственное решение,

представимое в виде

u(x, y) = (x− a)−λ(y − b)µ
∞
∑

n=0

(b− y)n+γ

[

(x− a)
−

δ1
n+γ cn −

(

1 +
µ

n+ γ

)

fn(x)

−

(

1 +
µ

n+ γ

)(

δ1 + λ(n+ γ)

n+ γ

)

x
∫

a

(

t− a

x− a

)

δ1
n+γ fn(t)

t− a
dt

]

, n = 0, 1, 2, . . .
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Причем, если существует предел (x − a)
δ1

n+γ g2n(x)
∣

∣

x=a
= c1n, тогда cn определяет-

ся из равенства cn = δ1+(n+γ)(λ−ν)
λ(n+γ)+δ1

c1n, n = 0, 1, 2, . . . , а при существовании предела

(x− a)
δ1

n+γ g2n(x) = c2n, cn определяется из равенства cn = µ+n+γ
µ+n+γ−χ

c2n, n = 0, 1, 2, . . .

Следствие 9. При выполнении условий теоремы 9 любое решение системы (1)
из класса C(D) на Γ1 и Γ2 обращается в нуль с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o
[

(x− a)|λ|
]

при x→ a;

u(x, y) = o
[

(y − b)µ
]

при y → b.

Подобные утверждения получены и для других знаков коэффициентов системы ин-
тегральных уравнений (1), когда коэффициенты первого уравнения системы не связаны
между собой. Явные представления многообразия решений и свойства системы инте-
гральных уравнений (1) дают возможность для постановки и решения задач типа Коши,
когда условия задаются на сингулярных многообразиях.

Задача K1. Требуется найти решение системы интегральных уравнений (1) из класса
C(D) при λ < 0, µ > 0, ν < 0, δ = −λµ, χ > 0, |ν| > |λ|, по граничным условиям:

(x− a)ν(y − b)−µu(x, y)
∣

∣

∣y=a,
x=a

= A1;

(y − b)−χ(x− a)λu(x, y)
∣

∣

∣y=a,
x=a

= B1.

Решение задачи K1. Пусть выполнены условия теоремы 1. Используя интеграль-
ное представление (13) и свойства решения, получим c1 = A1, c2 = B1.

Подставляя значения c1, c2 в (13), имеем решение задачиK1. Следовательно, доказана
следующая

Теорема 10. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда задача K1 имеет един-

ственное решение, представимое в виде (13), где c1 = A1, c2 = B1.

Задача K2. Требуется найти решение системы (1) из класса C(D) при λ < 0, µ > 0,

ν > 0, δ = −λµ, χ > 0, по граничному условию (y − b)−χ(x− a)λu(x, y)
∣

∣

∣x=a,
y=b

= B2.

Решение задачи K2. Пусть выполнены условия теоремы 3. Используя интеграль-
ное представление (16) и свойства решения, имеем c2 = B2.

Подставляя в (16) данное значение c2, получим решение задачи K2. Следовательно,
доказана следующая теорема.

Теорема 11. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда задача K2 имеет един-

ственное решение, представимое в виде (16), где c2 = B1.

Задача K3. Требуется найти решение системы (1) из класса C(D) при λ < 0, µ > 0,
ν < 0, χ < 0, |ν| > |λ|, δ = −λµ, по граничному условию (x−a)ν(b−y)−µu(x, y)|y=a,

x=a
= A2.

Решение задачи K3. При выполнении условий теоремы 4 и условия (b −
y)−µg2(y)

∣

∣

y=a
= 0, используя (17) и свойства решения, имеем c1 = A2.

Подставляя в (17) данное значение c1, получим решение задачи K3. Следовательно,
верно следующее утверждение.

Теорема 12. Пусть выполнены условия теоремы 4. Тогда задача K3 имеет един-

ственное решение, представимое в виде (17), где c1 = A2.

Задача K4. Требуется найти решение системы (1) из класса C(D) при λ > 0, µ > 0,

ν < 0, δ = −λµ, по граничному условию (x− a)ν(b− y)−µu(x, y)
∣

∣

∣

y=b,
x=a

= A3.
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Решение задачи K4. Используя интегральное представление (25) и свойства реше-
ния при выполнении условий теоремы 6, имеем c1 = A3.

Подставляя в интегральное представление (25) это значение c1, получим решение
задачи K4. Следовательно, доказана следующая теорема.

Теорема 13. Пусть выполнены условия теоремы 6. Тогда задача K4 имеет един-

ственное решение, представимое в виде (25), где c1 = A3.
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Abstract. In the rectangle D =
{

(x, y) : a < x < a1, b < y < b1
}

with boundary lines Γ1 = {y =
b, a < x < a1}, Γ2 = {x = a, b < y < b1} we study a overdetermined system of the Volterra-type integral
equations with special lines, which consists of a two-dimensional integral equation and two one-dimensional
integral equations. The solution of the overdetermined system of the Volterra-type integral equations with
special lines is sought in the class of continuous functions in the rectangle D and vanishing on the lines Γ1,
Γ2. In the case when the main equation of the studied overdetermined system of integral equations is the first
equation of the system and the coefficients of the two-dimensional integral equation are related and not related
to each other in a special way, we obtain the conditions of jointness of the equations of the system. In the
case when the coefficients of the first equation of the overdetermined system are not related, the solution of
the overdetermined system of integral equations is sought in the form of generalized power series. We obtain
explicit solutions of the overdetermined system of equations, which, depending on the sign of the coefficients,
may contain arbitrary constants, determine the conditions of coexistence of the equations of the system, study
the properties of the solutions, set and solve Cauchy-type problems, where the conditions are set on singular
manifolds.
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