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Аннотация. Построено асимптотическое решение краевой задачи для двух квазилинейных уравне-
ний гиперболического типа, описывающих поведение поперечной электромагнитной волны (TEM-
волны) в нелинейной сплошной среде, когда зависимость поляризации P от напряженности элек-
трического поля E (физическая нелинейность) имеет вид P = ε0(χ1E + χ2E

2 + χ3E
3), где χ1, χ2,

χ3 — диэлектрические восприимчивости, ε0 — диэлектрическая проницаемость вакуума. Главный
член асимптотики построен в двух случаях: (i) χ1 = O(1), χ2 → 0, χ3 = 0 (анизотропная сплошная
среда), (ii) χ1 = O(1), χ2 = 0, χ3 → 0 (изотропная сплошная среда), хотя один из использованных
методов построения асимптотики без труда переносится и на случай (iii) χ1 = O(1), χ2 → 0, χ3 → 0.
В случае (i) асимптотика при χ2 → 0 строится двумя способами. В первом варианте используется
непосредственное разложение в ряд по малому параметру точного неявного решения краевой задачи
с последующим численным построением явного решения на линиях уровня неявного решения (глав-
ного члена асимптотики неявного решения). Во втором варианте разложения в ряды по параметру
проводятся на всех этапах, предшествующих построению точного неявного решения, что приводит
к неявному решению, отличному от точного, но главный член асимптотики нового и прежнего реше-
ния совпадают. Эквивалентность двух указанных вариантов далеко неочевидна, в частности, точное
неявное решение содержит гипергеометрическую функцию Гаусса, а асимптотическое неявное реше-
ние — функцию Бесселя. В случае (ii) асимптотику при χ3 → 0 возможно построить лишь вторым
способом, проводя разложение по параметру на всех этапах построения неявного решения. Первый
вариант конструирования асимптотики непремени́м, ввиду того, что точное неявное решение не уда-
ется построить. Для построения решения краевой задачи о поведении TEM-волн, как точного, так и
асимптотического, использован метод годографа на основе закона сохранения для системы двух ква-
зилинейных гиперболических уравнений типа 1+1 в частных производных первого порядка. Метод
позволяет преобразовать систему квазилинейных уравнений в одно линейное уравнение в частных
производных второго порядка с переменными коэффициентами. Эффективность метода зависит от
наличия явных соотношений, связывающих исходные переменные с инвариантами Римана, а также
от наличия явного выражения для функции Римана — Грина линейного дифференциального урав-
нения. В случаях (i), (ii) указанные условия выполняются. Представленные результаты позволяют
детально проследить эволюцию TEM-волн в нелинейных средах, например, коаксиальных волно-
водах или в распределенных идеальных линиях передач, в частности, определить момент времени
(и пространственную координату) при котором возможно возникновение ударных электромагнит-
ных волн.
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1. Введение

Построен главный член асимптотики решения краевой задачи об эволюции
нелинейной поперечной электромагнитной волны (TEM-волны). В представленной
работе рассмотрены два случая: (i) P = ε0(χ1E + χ2E

2) (анизотропная среда) и
(ii) P = ε0(χ1E + χ3E

3) (изотропная среда). Выбор указанных определяющих соотно-
шений не является случайным. Напомним, что отклик любого диэлектрика (в волокон-
ном световоде) на световое воздействие становится нелинейным в сильном электромаг-
нитном поле. Для центросимметричных оптических кристаллов (кристаллов, обладаю-
щих центром симметрии — инверсией относительно центра симметрии) вытекает, что
при изменении направления электрического поля E → −E поляризация также изменя-
ет знак P → −P (случай (ii)). Однако при больших напряженностях электрического
поля оптический материал теряет центросимметричность ввиду волновых нелинейных
(трехфотонных) взаимодействий, и основной вклад в его нелинейную поляризованность
вносят квадратичные члены (случай (i)). Укажем также, что при рассмотрении задач
нелинейной оптики исторически принято оперировать с поляризацией среды P , а не с
электрической индукцией D, которая связана с P соотношением D = ε0E + P . Более
естественно, при использовании уравнений Максвелла использовать именно электриче-
скую индукцию D взамен поляризации P . Подробнее о связи между P и D, с оценкой
величин параметров χ1, χ2, χ3 и других, см. текст после формулы (40).

Необходимость в построении асимптотики (соответственно при χ1 = O(1), χ2 → 0
и/или χ1 = O(1), χ3 → 0), помимо чисто математического интереса, возникает, по край-
ней мере, по двум причинам. Во-первых, асимптотическое решение (главные члены) бо-
лее «обозримо», чем точное решение, и позволяет легко проводить анализ решения и его
свойств. При этом, как показали результаты сравнения, в некоторой области параметров
асимптотическое решение мало отличается от точного. Во-вторых, и это более важно, ес-
ли в случае (i) можно построить точное неявное решение, то в случае (ii) точное решение
отсутствует (по крайней мере, его не удается построить) и можно указать лишь главные
члены асимптотики.

Для конструирования решения, как точного, так и асимптотического, использует-
ся метод годографа на основе закона сохранения (см., например, [1, 2]). Это позволяет
систему двух квазилинейных уравнений в частных производных первого порядка, за-
писанных в инвариантах Римана, трансформировать к одному линейному уравнению в
частных производных второго порядка с переменными коэффициентами. Именно такое
линейное уравнение играет ключевую роль в эффективности применяемого метода. Если
удается указать явную форму решения линейного уравнения, например, построив функ-
цию Римана — Грина, то неявное решение исходной задачи также представимо в виде
явного соотношения. Немаловажную роль играет и наличие явных соотношений, взаи-
мосвязывающих исходные переменные и инварианты Римана. Несмотря на то что для
двух квазилинейных уравнений инварианты Римана всегда существуют, далеко не все-
гда удается построить явные формулы. Это связано как с построением явных решений
обыкновенных дифференциальных уравнений, так и с построением обратных функций.
В случае (i), когда указанный способ построения решения осуществим, имеется точное
неявное решение, и процедура построения главных членов асимптотики сводится к про-
стому разложению в ряд по малому параметру. Напротив, в случае (ii) не удается указать
явные соотношения между исходными переменными и инвариантами Римана и, в связи
с этим, не удается даже построить в явном виде соответствующее линейное уравнение
метода годографа. Для построения главного члена асимптотического решения в слу-
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чае (ii) разложение в ряды по малому параметру проводится на всех этапах метода —
при построении взаимосвязи между исходными переменными и инвариантами Римана,
при построении зависимости характеристических направлений от инвариантов Римана,
при вычислении коэффициентов линейного дифференциального уравнения в частных
производных второго порядка. В конечном итоге, это позволяет указать явное решение
соответствующего линейного уравнения (функцию Римана — Грина) и окончательно по-
лучить главный член асимптотического разложения решения. Аналогичная процедура
проведена и в случае (i), что, как показала проверка, приводит к совпадению с результа-
тами, полученными непосредственным разложением в ряд по параметру, имеющегося в
случае (i), точного решения. Отметим, что это далеко нетривиальный результат. В част-
ности, в случае (i) соотношение для функции Римана — Грина в точном решении содер-
жит гипергеометричскую функцию Гаусса, тогда как для асимптотического варианта
соответствующая функции Римана — Грина выражается через функцию Бесселя.

Представленные результаты позволяют детально проследить, разумеется при малых
значениях параметров, эволюцию нелинейных поперечных электромагнитных волн в за-
висимости от краевых или начальных данных (принципиальное различие между краевой
и начальной задачей для квазилинейных уравнений в частных производных отсутствует
[3, § 6, с. 43–47]). Несмотря на то, что параметр (диэлектрическая восприимчивость χ2

или χ3) считается малым (в пределе параметр равен нулю, что соответствует обычной
линейной волне), все типичные для нелинейных волн эффекты — искажение профиля
напряженностей электрического и магнитного полей, возможность возникновения удар-
ных электромагнитных волн (см., например, [4–8]) и т. п., сохраняются. Кроме этого, воз-
можно вычисление момента времени опрокидывания решения (возникновение ударной
волны), что и продемонстрировано примером для некоторого начального распределения.

Следует также сказать, что для построения линейного дифференциального уравне-
ния в частных производных второго порядка, которое, в конечном итоге, определяет
характер поведения решения, вовсе не обязательно использовать метод годографа на ос-
нове закона сохранения [1, 2]. Можно применять и другие методы годографа, например,
классический вариант (см., например, [3, с. 33, 34]) или обобщенный метод годографа
(см., например, [9]), эквивалентность которых показана в [10].

2. Основные уравнения и инварианты Римана

Для описания поведения поперечной электромагнитной волны (TEM-волны) исполь-
зуем уравнения Максвелла в среде при отсутствии электрических токов и свободных
зарядов (см., например, [11, гл. IX])

Dt − rotH = 0, Bt + rotE = 0, divD = 0, divB = 0, (1)

с определяющими соотношениями

D = D(E), B = B(H). (2)

Здесь E, H — напряженности электрического и магнитного полей, D, B — электриче-
ская и магнитная индукции.

Для поперечной электромагнитной волны решение (1), (2) ищем в виде

D = (D(z, t), 0, 0), B = (0, B(z, t), 0),

E = (E(z, t), 0, 0), H = (0,H(z, t), 0).
(3)



8 Гетман В. А., Долгих Т. Ф., Жуков М. Ю.

Здесь z — направление распространения плоской волны, E, D, H, B — соответствующие
компоненты векторных полей E, D, H , B.

В случае (3) уравнения (1) с определяющими соотношениями (2) представляют собой
систему двух квазилинейных уравнений в частных производных первого порядка

Dt(E) +Hz = 0, Bt(H) + Ez = 0, (4)

которые дополняем краевыми условиями

E
∣∣
z=0

= E0(t), H
∣∣
z=0

= H0(t), (5)

где E0(t), H0(t) — известные функции.
Ввиду того, что различие между начальной и краевой задачами для квазилинейных

гиперболических уравнений отсутствует (обе задачи принято называть задачей Коши,
см., например, [3, § 6, с. 43–47]), произведем замены

t = X, z = T, (6)

приводя (4), (5) к «привычному» виду

HT +DE(E)EX = 0, ET +BH(H)HX = 0, (7)

E
∣∣
T=0

= E0(X), H
∣∣
T=0

= H0(X). (8)

Здесь T — «время», X — «координата», DE , BH — производные функций D, B.
Задача (7), (8) записывается в инвариантах Римана (см. [12], а также [3, § 3, c. 27–31])

R1
T + λ1R1

X = 0, R2
T + λ2R2

X = 0, (9)

R1
∣∣
T=0

= R1
0(X), R2

∣∣
T=0

= R2
0(X). (10)

Здесь R1(X,T ), R2(X,T ), R1
0(X), R1

0(X) — инварианты Римана и их начальные значения
при T = 0, λ1(R1, R2), λ2(R1, R2) — характеристические направления.

Функции λ1, λ2 и связь исходных переменных E, H с инвариантами Римана R1, R2

определяются соотношениями

λ1 = −
√
DE(E)BH (H), λ2 =

√
DE(E)BH (H), (11)

R1 = F (H)−G(E), R2 = F (H) +G(E), (12)

F (H) =

∫ √
BH(H) dH, G(E) =

∫ √
DE(E) dE, (13)

где F , G — вспомогательные функции.
Далее рассматриваем два вида определяющих соотношений.

(i) Анизотропная сплошная среда

D(E) = E +
1

2
ηE2, B(H) = H. (14)

(ii) Изотропная сплошная среда

D(E) = E +
1

3
ηE3, B(H) = H. (15)

Обратим внимание на то, что соотношения (1)–(3) справедливы как для размерных,
так и безразмерных величин, в то время как (14), (15) записаны для безразмерных вели-
чин. Связь между размерными и безразмерными величинами, позволяющая сохранять
в задаче лишь один параметр η, указана далее в разделе с демонстрацией результатов
для конкретного примера (см. соотношения (40)).
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3. Точное решение в случае соотношений (14)

Детально способ построения решения задачи (9)–(14) описан в [1, 2, 10, 13–20]. Здесь
ограничимся лишь изложением основных результатов и соотношений.

Решение задачи (9)–(14) на линии уровня T∗ = T (a, b) точного неявного решения
T (a, b) имеет вид

R1(X,T∗) = R1
0(b(τ)), R2(X,T∗) = R2

0(a(τ)),

T∗ = T (a∗, b∗), X = Y (τ).
(16)

Считается, что линия уровня параметризована при помощи параметра τ , т. е.
T∗ = T (a(τ), b(τ)), и функции a(τ), b(τ), Y (τ) определяются путем интегрирования (чис-
ленного) задачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений

aτ (τ) = −Tb(a(τ), b(τ)),
bτ (τ) = Ta(a(τ), b(τ)),

Yτ (τ) = J(a(τ), b(τ)),

(17)

a
∣∣
τ=0

= a∗, b
∣∣
τ=0

= b∗, Y
∣∣
τ=0

= Y∗,

J(a, b) =
(
λ2

(
r1, r2

)
− λ1

(
r1, r2

))∣∣∣r1=r1(b)
r2=r2(a)

TaTb,

r1(b) = R1
0(b), r2(a) = R2

0(a).

(18)

Здесь a∗, b∗ — некоторая точка на линии уровня T∗ = T (a∗, b∗), Y∗ — координата X,
соответствующая параметру τ = 0, J(a, b) — якобиан преобразования (a, b) ⇄ (X,T ).
Подробно способ конструирования задачи (17), (18) и определения начальных значений
a∗, b∗, Y∗ описан в [1, с. 48–51].

Функция T (a, b) — это неявное двухпараметрическое решение задачи (9)–(13), кото-
рое имеет вид

T (a, b) =
1

2

b∫

a

ϕ
(
R1

0(τ), R
2
0(τ)

∣∣ r1(b), r2(a)
)
dτ, (19)

ϕ
(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
=

2Φ(R1, R2 | r1, r2)
λ2(r1, r2)− λ2(r1, r2)

. (20)

Здесь функция Φ(R1, R2|r1, r2) — функция Римана — Грина уравнения

ϕR1R2 +A(R1, R2)ϕR1 +B(R1, R2)ϕR2 = 0, (21)

A =
λ1R2

λ1 − λ2
, B = − λ2R1

λ1 − λ2
. (22)

По переменным r1, r2 функция Φ(R1, R2|r1, r2) удовлетворяет уравнению, сопряженному
к (21), а по переменным R1, R2 — уравнению (21) и дополнительным условиям

(ψ − λ1ϕ)
∣∣
R1=r1

= 1, (ψ − λ2ϕ)
∣∣
R2=r2

= −1, (23)

где ψ удовлетворяет уравнениям

ψR1 = λ1ϕR1 , ψR2 = λ2ϕR2 . (24)
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Собственно говоря, уравнение (21) является условием совместности (разрешимости)
уравнений (24).

Анализ приведенных соотношений (16)–(24) показывает, что ключевую роль игра-
ют формулы (19), (20) для функции T (a, b), которая определяется решением зада-
чи (21)–(24) или построением функции Римана — Грина уравнения (21). Требуется кон-
кретизировать уравнение (21), вычислив коэффициенты (22). В свою очередь, при по-
мощи (11)–(13) следует определить зависимость характеристических направлений λ1, λ2

от инвариантов Римана R1, R2. Заметим, что формулы (11), (12) задают зависимости λ1,
λ2 от E и H, но не инвариантов Римана. Для вывода зависимостей λ1(R1, R2), λ2(R1, R2)
необходимо построение явных функций, обратных к F (H), G(E), т. е. H = H(R1, R2),
E = E(R1, R2), что не всегда возможно. В частности, в случае определяющих соот-
ношений (14) это удается сделать, но для (15) явных формул вида H = H(R1, R2),
E = E(R1, R2) не существует.

Задачу (21)–(24) можно заменить задачей для определения функций Римана —
Грина Φ(R1, R2 | r1, r2) уравнения (21) или ввиду симметрии относительно замен
(R1, R2) ⇌ (r1, r2) (см., например, [21, гл. V, § 5, с. 451, 452]) задачей

ΦR1R2 +A
(
R1, R2

)
ΦR1 +B

(
R1, R2

)
ΦR2 = 0,

(ΦR2 +AΦ)
∣∣
R1=r1

= 0, (ΦR1 +BΦ)
∣∣
R2=r2

= 0,
(25)

Φ
(
r1, r2

∣∣ r1, r2
)
= 1. (26)

которая, как правило, легче решается, чем (21)–(24).
Соотношения (11)–(13), (22) в случае (14) принимают вид

λ1 = − (1 + ηE)1/2 , λ2 = (1 + ηE)1/2 ,

λ2 = −λ1 =
(
1 +

3

4

(
R2 −R1

)
η

)1/3

,

R1 = H −G, R2 = H +G,

G =
2

3η

(
(1 + ηE)3/2 − 1

)
, H =

1

2

(
R1 +R2

)
,

E =
1

η

(
1 +

3η(R2 −R1)

4

)2/3

− 1

η
,

(27)

A =
λ1R2

λ1 − λ2
=

η

8 + 6(R2 −R1)η
,

B = − λ2R1

λ1 − λ2
= − η

8 + 6(R2 −R1)η
.

(28)

Функция Римана — Грина Φ(R1, R2|r1, r2) уравнения (21) (или по переменным R1,
R2 решение задачи (21)–(23)) в случае коэффициентов, определяемых (28), имеет вид

Φ
(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
=

(r + s)γ

(R+ S)γ
2F1(1− γ, γ; 1,−z0), (29)

z0 =
(R− r)(S − s)

(R+ S)(r + s)
, γ =

1

6
,

R = 2− 3ηR1, S = 2 + 3ηR2, r = 2− 3ηr1, s = 2 + 3ηr2.
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Кажущаяся громоздкость соотношений (16)–(29) компенсируется тем, что, в некото-
ром смысле, построенное решение является точным. Погрешность возникает лишь на эта-
пе численного решения системы обыкновенных дифференциальных уравнений (17), (18)
и вычисления интегралов (19). При этом никакие аппроксимации исходной задачи (7),
(8) или (9), (10), типичные для метода конечных разностей, методов конечных элементов
и конечных объемов не используются.

4. Главный член асимптотики в случае (14)

При наличии точного решения построение асимптотики (не только главного члена)
не представляет трудностей — следует использовать разложение в ряд по параметру
η → 0, считая, что E = O(1), H = O(1). Такое разложение достаточно указать лишь для
функции (20), которая требуется для вычисления T (a, b) по формуле (19). Заметим, что
если имеется точное решение, то построение асимптотики может потребоваться по двум
причинам. Во-первых, это приводит к упрощению вычислений и анализа результатов.
Во-вторых, появляется возможность сравнения различных методов построения асимп-
тотического решения.

Приведем лишь окончательный результат, опуская громоздкие выкладки:

ϕ
(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
= 1− η(r2 − r1)

8
− η(R2 −R1)

8
+O

(
η2
)
,

T (a, b) = (b− a)

(
1

2
− η(r2(a)− r1(b))

16

)
− η

16

b∫

a

(
R2

0(τ)−R1
0(τ)

)
dτ +O

(
η2
)
.

(30)

Функцию T (a, b), используя (27), можно записать и в терминах E0, H0 (см. (5)
или (8)). В частности,

R2
0(τ)−R1

0(τ) = 2E0(τ) +O(η),

r2(a)− r1(b) = H0(a)−H0(b) + E0(a) + E0(b) +O(η).

5. Построение асимптотики в общем случае

В случае определяющих соотношений (15), как и во многих других, точного решения
задачи (9), (10) построить не удается. Однако главный член асимптотики решения можно
построить, проводя процедуру разложения в ряды по малому параметру на всех этапах
метода годографа при получении соотношений (11)–(13), (19)–(26).

Как уже говорилось, основную роль в построении решения в форме (16)–(20) играет
функция Φ(R1, R2|r1, r2), т. е. решение задачи (25)–(26) с конкретными коэффициентами
A(R1, R2), B(R1, R2).

Предположим, что

A
(
R1, R2

)
= ηA1

(
R1, R2

)
+ η2A2

(
R1, R2

)
+ . . . , η → 0, (31)

B(R1, R2) = ηB1
(
R1, R2

)
+ η2B2

(
R1, R2

)
+ . . . , η → 0.

Далее показано, что это справедливо, по-крайней мере, в случае определяющих соотно-
шений (14), (15).
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Решение задачи (25)–(26) ищем в виде

Φ
(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
= Φ0

(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
+ ηΦ1

(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
+ . . . . (32)

Подставляя (32) в задачу (25)–(26), приравнивая члены при одинаковых степенях η,
с учетом (31) получим серию задач для определения Φ0, Φ1 и т. д.

Для Φ0(R1, R2|r1, r2) имеем

Φ0
R1R2 = 0, Φ0

R2

∣∣
R1=r1

= 0, Φ0
R1

∣∣
R2=r2

= 0.

Очевидно, что
Φ0

(
r1, r2

∣∣ r1, r2
)
= 1. (33)

Для Φ1(R1, R2|r1, r2) с учетом (33) получим

Φ1
R1R2

(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
= 0,

Φ1
R2

(
r1, R2

∣∣ r1, r2
)
+A1

(
r1, R2

)
= 0,

Φ1
R1

(
R1, r2

∣∣ r1, r2
)
+B1

(
R1, r2

)
= 0,

Φ1
(
r1, r2

∣∣ r1, r2
)
= 0.

Легко убедиться, что

Φ1
(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
= −

R2∫

r2

A1
(
r1, τ

)
dτ −

R1∫

r1

B1
(
τ, r2

)
dτ. (34)

Таким образом, если ограничиваться главными членами асимптотики, то достаточно
указать A1(R1, R2), B1(R1, R2), используя (11)–(13), (22).

Например, в случае определяющих соотношений (14) с учетом (27), (28) имеем

λ2 = −λ1 = 1 +
η(R2 −R1)η

4
+O

(
η2
)
, (35)

A =
η

8
+O

(
η2
)
, A1 =

1

8
, B = −η

8
+O

(
η2
)
, B1 = −1

8
. (36)

Осуществляя подстановку (36) в (34), а затем используя (35), (20), имеем для
ϕ1(r1, r2|r1, r2) ранее полученную при помощи точного решения формулу (30), что кос-
венно указывает на корректность подхода к построению асимптотики.

В случае определяющих соотношений (14) возможен некоторый «промежуточный»
вариант. Дело в том, что если пренебречь членами порядка O(η2) в коэффициентах, то
уравнение (21) (или (25)) принимает вид

ϕR1R2 +
η

8
ϕR1 − η

8
ϕR2 = 0,

для которого функция Римана — Грина хорошо известна (см., например, [22–26],
[27, с. 116–124]). Это позволяет не проводить дальнейшие разложения в ряд по парамет-
ру η, ограничившись таким разложением лишь для коэффициентов A, B. Этот прием,
в частности, был успешно использован в [28] для построения задачи о течении идеальной
жидкости по внешней поверхности цилиндра.
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Вид «промежуточного» варианта асимптотики решения

ϕ
(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
=

4exp
(η(r2−r1)−η(R2

−R1)
8

)

4 + η(r2 − r1)
J0(z5),

z5 =
η

4

((
R1 − r1

)(
R2 − r2

))1/2
,

где J0 — функция Бесселя.

6. Главный член асимптотики в случае (15)

В случае определяющих соотношений (15) точное решение построить не удается.
Разыскивая главный член асимптотического решения, удобнее рассматривать более об-
щий вариант определяющих соотношений

D(E) =

(
E +

1

m
ηEm

)
, B(H) = H, (37)

который, в частности, объединяет (14), (15).
Нетрудно показать, что в случае (37) из (11)–(13), (22) следует (сравни с (27), (28) и

при m = 2 с (35), (36))

λ2 = −λ1 = 1 + 2−mη
(
R2 −R1

)m−1
+O

(
η2
)
,

R1 = H − E +O(η), R2 = H +G+O(η),

E =
1

2

(
R2 −R1

)
+O(η), H =

1

2

(
R2 +R1

)
+O(η),

A
(
R1, R2

)
= 2−m−1η(m− 1)

(
R2 −R1

)m−2
+O

(
η2
)
,

B
(
R1, R2

)
= −2−m−1η(m− 1)

(
R2 −R1

)m−2
+O

(
η2
)
.

Окончательно (сравни при m = 2 с (30))

ϕ
(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
= 1− η θm

(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
.

θm
(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
= 2−m−1

((
R2 − r1

)m−1
+

(
r2 −R1

)m−1)
+O

(
η2
)
.

Здесь θm(R1, R2 | r1, r2) — вспомогательное обозначение.
Отметим, что вместо (37), очевидно, можно рассматривать определяющие соотноше-

ния, содержащие два параметра

D(E) =

(
E +

1

2
η2E

2 +
1

3
η3E

3

)
, B(H) = H.

В этом случае главный член асимптотики имеет вид

ϕ
(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
= 1− η2θ2

(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
− η3θ3

(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
.
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7. Пример решения в случае (14)

В случае определяющих соотношений (14) приведем результаты сравнения одной
из важных характеристик — момента опрокидывания T0 решения (образования удар-
ной волны), вычисленного при помощи точного и асимптотического решений. Момент T0
определяется как (подробнее см. [19, формулы (5.8), (5.9)])

T0 = T (a0, b0).

Здесь (a0, b0) — точка на линии уровня T0, в которой возникает ударная волна, опреде-
ляемая решением системы уравнений

J(a0, b0) = 0, Taa(a0, b0)Tbb(a0, b0) = 0. (38)

Для «начальных» данных

E0(X) =
h(X)

1 +X4
=

h(t)

1 + t4
, H0(X) = 0, η = 0, 2, (39)

где h(X) — функция Хевисайда, точное значение T0 ≈ 19, 022, а вычисленное при помощи
асимптотических формул T0 ≈ 17, 597.

Таким образом, даже для сравнительно большого значения параметра η разница точ-
ного и асимптотического значений не превышает 8, 1%. Вычислительный эксперимент по-
казал, что и для других начальных данных различие между точным и асимптотическим
значениями достаточно мало и, естественно, уменьшается с уменьшением параметра η.
Заметим, что одним из вариантов использования асимптотических формул является на-
хождение начальных приближений для решения системы нелинейных уравнений (38),
позволяющих вычислять такой важный параметр, как момент возникновения ударной
электромагнитной волны.

Напомним, что решается краевая задача (4), (5) и X = t (см. (6)). Иными словами,
(39) — это краевое условие при z = 0 (например, на торце оптического волновода), пред-
ставляющее временно́й затухающий сглаженный импульс, а T0 является координатой z,
в которой возникает ударная волна.

Связь размерных (отмечены «шапочкой» и звездочками) и безразмерных величин
задается соотношениями

Ê = E∗E, Ĥ = E∗

√
ε∗
µ∗

H, ẑ = L∗z, t̂ = T∗t,
L∗

T∗
=

1√
ε∗µ∗

м/с,

ε̂0 = 8, 85 · 10−12 Кл/В/м, µ̂0 = 1, 26 · 10−6 В c/А/м, ε∗ = εε̂0, µ∗ = µµ̂0.

Здесь E∗, L∗, T∗ — характерные значения напряженности электрического поля, длины и
времени, ε, µ — относительные диэлектрические и магнитные проницамости.

В нелинейной оптике, как правило, взамен электрической индукции D принято ис-
пользовать поляризацию среды P , которая задается соотношением

D̂ = ε̂0Ê + P̂ , P̂ = ε̂0
(
χ̂1Ê + χ̂2Ê

2 + χ̂3Ê
3 + . . .

)
,

ε = 1 + χ̂1, η =
2χ̂2E∗

(1 + χ̂1)
,

(40)

где χ̂k — диэлектрические восприимчивости, имеющие, например, значения [29, с. 18]

χ̂1 ≈ 1− 10, χ̂2 ≈
(
10−13 − 10−11

)
м/В, χ̂3 ≈

(
10−23 − 10−21

)
м2/В2.
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Выбирая E∗ = 2 · 1010 В/м (импульсный лазер [29, с. 34]) для параметров χ̂1 = 1,
χ̂2 = 10−11 м/В, χ̂3 = 10−23 м2/В2, получим

χ̂3E
3
∗

χ̂2E2
∗

= 0,02, η =
2χ̂2E∗

1 + χ̂1
= 0,2.

Это, в частности, означает, что кубическими нелинейностями можно пренебрегать по
сравнению с квадратичными, и выбор определяющего соотношения в виде (14) при неко-
торых значениях величины напряженности электрического поля и восприимчивостей
достаточно оправдан.

Заметим, что главные успехи прикладной нелинейной оптики связаны с использо-
ванием нелинейных эффектов, описываемых квадратичной нелинейной восприимчиво-
стью. Соответствующие волновые нелинейные взаимодействия принято называть трех-
фотонными. Как уже говорилось во введении, для центросимметричных оптических кри-
сталлов при инверсии относительно центра симметрии следует, что замена E → −E вле-
чет замену P → −P . Если оптический материал не является центросимметричным, то
он обладает ненулевой квадратичной восприимчивостью, в частности, к таким средам
относятся пьезоэлектрики. Более подробно о изотропных и анизотропных оптических
средах, см. в [30, с. 17–20], [31, с. 7, 23].

8. Заключение

С точки зрения авторов, наиболее важным результатом работы является подтвер-
ждение возможности построения асимптотического решения путем замены асимптоти-
ческими соотношениями переменных коэффициентов линейного уравнения в частных
производных второго порядка, возникающих при использовании метода годографа. Ко-
нечно, это не единственная возможность. В частности, в серии статей [32] для построения
асимптотических решений задач об бозе-эйнштеновском конденсате применялись идеи
работы [33] (об уравнениях газовой динамики) — анализ поведения функции Римана–
Грина и замена ее асимптотическим приближением.

Наконец, укажем, что TEM-волна (поперечная электромагнитная волна) на прак-
тике реализуется либо между двумя плоскими поверхностями (имеющими бесконечную
проводимость), либо в коаксиальных линиях передач (волноводах). Возможно также
рассматривать, так называемые, эквивалентные распределенные линии передач, состав-
ленные из емкостей и индуктивностей (см., например, [34]). Наличие асимптотических
(и точных) решений позволит детально анализировать прохождение сигналов по линиям
передач.
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ASYMPTOTICS OF THE SOLUTION OF A BOUNDARY VALUE PROBLEM
FOR TRANSVERSE NONLINEAR ELECTROMAGNETIC WAVE

Getman, V. A.1, Dolgikh, T. F.1 and Zhukov, M. Yu.1,2
1 Southern Federal University,

8 a Milchakov St., Rostov-on-Don 344090, Russia;
2 Southern Mathematical Institute VSC RAS,
53 Vatutin St., Vladikavkaz 362025, Russia
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Abstract. An asymptotic solution of the boundary value problem for two quasi-linear hyperbolic equations
describing the behavior of a transverse electromagnetic wave (TEM wave) in a nonlinear continuous medium
is constructed when the dependence of polarization P on the electric field strength E (physical nonlinearity)
has the form P = ε0(χ1E + χ2E

2 + χ3E
3), where χ1, χ2, χ3 are dielectric susceptibility and ε0 is the

dielectric constant of vacuum. The main term of the asymptotics is constructed in two cases: (i) χ1 = O(1),
χ2 → 0, χ3 = 0 (anisotropic continuous medium), (ii) χ1 = O(1), χ2 = 0, χ3 → 0 (isotropic continuous
medium), although one of the methods used to construct the asymptotics is easily transferred to the case
(iii) χ1 = O(1), χ2 → 0, χ3 → 0. In the case of (i), the asymptotics for χ2 → 0 is constructed in two ways.
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In the first variant, the direct expansion in a series by a small parameter of the exact implicit solution of the
boundary value problem is used with the subsequent numerical construction of the explicit solution on the
lines of the level of the implicit solution (the main term of the asymptotics of the implicit solution). In the
second variant, the expansion into series by parameter is carried out at all stages preceding the construction
of an exact implicit solution, which leads to an implicit solution different from the exact one, but the main
term of the asymptotics of the new and previous solutions coincide. The equivalence of these two options is far
from obvious, in particular, the exact implicit solution contains the hypergeometric Gauss function, and the
asymptotic implicit solution contains the Bessel function. In the case of (ii), the asymptotics at χ3 → 0 can be
constructed only in the second way, by performing parameter decomposition at all stages of constructing an
implicit solution. The first variant of constructing the asymptotics is indispensable to them, due to the fact
that an exact implicit solution cannot be constructed. The hodograph method, based on the conservation law
for a system of two quasi-linear hyperbolic equations of type 1+ 1 in partial derivatives of the first order, was
used to construct a solution to the problem of the behavior of TEM waves , both exact and asymptotic. The
method allows to transform a system of quasi-linear equations into one linear partial differential equation of
the second order with variable coefficients. The effectiveness of the method depends on the presence of explicit
relations connecting the initial variables with the Riemann invariants, as well as on the presence of an explicit
expression for the Riemann–Green function of a linear differential equation. In cases (i), (ii) the specified
conditions are valid. The presented results allow us to trace in detail the evolution of TEM waves in nonlinear
media, for example, in coaxial waveguides or distributed ideal transmission lines, in particular, to determine
the time (and spatial coordinate) at which the occurrence of shock electromagnetic waves is possible.

Keywords: systems of quasi-linear hyperbolic equations, Riemann invariants, Riemann–Green function,
hodograph method, asymptotic expansions.
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