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Àííîòàöèÿ. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíîãî ãðà�à Γ äèàìåòðà 3 ñ ñîáñòâåí-

íûì çíà÷åíèåì θ2 = −1 äîïîëíèòåëüíûé ãðà� äëÿ Γ3 ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîãåîìåòðè÷åñêèì äëÿ

pGc3(k, b1/c2). Áàíã è Êóëåí èçó÷àëè äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûå ãðà�û ñ ìàññèâàìè ïåðåñå÷åíèé

(t+ 1)s, ts, (s+ 1− ψ); 1, 2, (t+ 1)ψ. Ïðè t = 4, s = 7, ψ = 6 ïîëó÷èì ìàññèâ 35, 28, 6; 1, 2, 30. Äè-
ñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûé ãðà� Γ ñ ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé {35, 28, 6; 1, 2, 30} èìååò ñïåêòð 351, 9168,
−1182, −5273, v = 1 + 35 + 490 + 98 = 624 âåðøèí, è Γ3 ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîãåîìåòðè÷åñêèì ãðà�îì äëÿ

pG30(35, 14). Ââèäó ãðàíèöû Äåëüñàðòà ïîðÿäîê êëèêè â Γ íå áîëüøå 8. Äîêàçàíî, ÷òî ëèáî îêðåñò-

íîñòü ëþáîé âåðøèíû â Γ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì èçîëèðîâàííûõ 7-êëèê, ëèáî îêðåñòíîñòü ëþáîé

âåðøèíû â Γ íå ñîäåðæèò 7-êëèê è ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ãðà�îì. Èçó÷åíî ñòðîåíèå ãðóïïû G àâòî-

ìîð�èçìîâ ãðà�à Γ ñ ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé {35, 28, 6; 1, 2, 30}. Â ÷àñòíîñòè, π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7, 13} è

ðåáåðíî ñèììåòðè÷íûé ãðà� Γ èìååò ðàçðåøèìóþ ãðóïïó àâòîìîð�èçìîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûé ãðà�, êëèêà Äåëüñàðòà, ãåîìåòðè÷åñêèé ãðà�.
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1. Ââåäåíèå

Ìû ðàññìàòðèâàåì íåîðèåíòèðîâàííûå ãðà�û áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Åñ-

ëè a, b � âåðøèíû ãðà�à Γ, òî ÷åðåç d(a, b) îáîçíà÷àåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó a è b, à ÷åðåç
Γi(a) � ïîäãðà� ãðà�à Γ, èíäóöèðîâàííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà

ðàññòîÿíèè i â Γ îò âåðøèíû a. Ïîäãðà� Γ1(a) íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ âåðøèíû a è
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [a].

Åñëè âåðøèíû u, w íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè i â Γ, òî ÷åðåç bi(u,w) (÷åðåç

ci(u,w)) îáîçíà÷èì ÷èñëî âåðøèí â ïåðåñå÷åíèè Γi+1(u) (â ïåðåñå÷åíèè Γi−1(u))

#
�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ñîãëàøåíèÿ ìåæäó Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �îññèé-

ñêîé Ôåäåðàöèè è Óðàëüñêèì �åäåðàëüíûì óíèâåðñèòåòîì îò 27.08.2013, � 02.A03.21.0006.
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ñ [w]. �ðà� äèàìåòðà d íàçûâàåòñÿ äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûì ñ ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé

{b0, . . . , bd−1; c1, . . . , cd}, åñëè çíà÷åíèÿ bi(u,w) è ci(u,w) íå çàâèñÿò îò âûáîðà âåðøèí u,
w íà ðàññòîÿíèè i (ñì. [1℄). Ïîëîæèì ai = k− bi− ci è ki = |Γi(u)| (çíà÷åíèå ki íå çàâèñèò
îò âûáîðà âåðøèíû u). Ïóñòü Γ � ãðà� äèàìåòðà d, 2 6 i 6 d. Òîãäà ãðà� Γi èìååò òî

æå ìíîæåñòâî âåðøèí, ÷òî è Γ, è âåðøèíû u, w ñìåæíû â Γi òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè â Γ ðàâíî i.

Ïîðÿäîê êëèêè â äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíîì ãðà�å ñòåïåíè k, èìåþùåì íàèìåíüøåå

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå −m, íå áîëüøå 1+k/m. Êëèêà K ñ 1+k/m âåðøèíàìè íàçûâàåòñÿ

êëèêîé Äåëüñàðòà. Äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûé ãðà� íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì, åñëè

îí ñîäåðæèò òàêîå ñåìåéñòâî S êëèê Äåëüñàðòà, ÷òî êàæäîå ðåáðî ãðà�à ñîäåðæèòñÿ

â åäèíñòâåííîé êëèêå èç S.

Ñèñòåìà èíöèäåíòíîñòè, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê è ïðÿìûõ, íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðî-

ñòðàíñòâîì ïðÿìûõ, åñëè ëþáûå äâå òî÷êè ëåæàò íå áîëåå ÷åì íà îäíîé ïðÿìîé.

Ñèñòåìà èíöèäåíòíîñòè, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê è ïðÿìûõ, íàçûâàåòñÿ α-÷àñòè÷íîé ãåî-

ìåòðèåé ïîðÿäêà (s, t), åñëè êàæäàÿ ïðÿìàÿ ñîäåðæèò s+1 òî÷êó, êàæäàÿ òî÷êà ëåæèò
íà t+1 ïðÿìîé (ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå, ÷åì â îäíîé òî÷êå) è äëÿ ëþáîé òî÷êè a,
íå ëåæàùåé íà ïðÿìîé L, íàéäåòñÿ òî÷íî α ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç a è ïåðåñåêàþùèõ
L (îáîçíà÷åíèå pGα(s, t)).

Òî÷å÷íûì ãðà�îì ãåîìåòðèè òî÷åê è ïðÿìûõ íàçûâàåòñÿ ãðà�, âåðøèíàìè êîòîðî-

ãî ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ãåîìåòðèè, è äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû ñìåæíû, åñëè îíè ëåæàò íà

îáùåé ïðÿìîé. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî òî÷å÷íûé ãðà� ÷àñòè÷íîé ãåîìåòðèè pGα(s, t) ñèëü-
íî ðåãóëÿðåí ñ ïàðàìåòðàìè: v = (s + 1)(1 + st/α), k = s(t + 1), λ = (s − 1) + (α − 1)t,
µ = α(t+1). Ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ãðà�, èìåþùèé âûøåóêàçàííûå ïàðàìåòðû, íàçûâàåòñÿ
ïñåâäîãåîìåòðè÷åñêèì ãðà�îì äëÿ pGα(s, t).

Ïóñòü Γ � äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûé ãðà� ñ c2 = 2, ∆ � îêðåñòíîñòü âåðøèíû a â Γ.
Òîãäà ëþáûå äâå íåñìåæíûå âåðøèíû èç ∆ èìåþò â ∆ íå áîëåå îäíîãî îáùåãî ñîñåäà,

ïîýòîìó ëþáîå ðåáðî èç ∆ ëåæèò â åäèíñòâåííîé ìàêñèìàëüíîé êëèêå èç ∆ è ∆ � ãðà�

êîëëèíåàðíîñòè ÷àñòè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ïðÿìûõ, èìåþùèé îáõâàò ïî êðàéíåé ìåðå 5.

Äàëåå, ∆ � ðåãóëÿðíûé ãðà� ñòåïåíè a1 íà k âåðøèíàõ. Áðîóâåð è Íîéìàéåð [2; òåî-

ðåìà 1.1℄ ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ñâÿçíîå ÷àñòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî ïðÿìûõ îáõâàòà ïî êðàéíåé

ìåðå 5, èìåþùåãî áîëåå ÷åì îäíó ïðÿìóþ, â êîòîðîì êàæäàÿ òî÷êà èìååò λ ñîñåäåé,

ñîäåðæèò k > λ(λ+ 3)/2 òî÷åê. �àâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå k = 5, λ = 2.

Äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûé ãðà� Γ ñ ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé {35, 28, 6; 1, 2, 30} èìååò

ñïåêòð 351, 9168, −1182, −5273, v = 1+ 35+ 490 + 98 = 624 âåðøèí, è Γ3 ÿâëÿåòñÿ ïñåâäî-

ãåîìåòðè÷åñêèì ãðà�îì äëÿ pG30(35, 14). Ââèäó ãðàíèöû Äåëüñàðòà ïîðÿäîê êëèêè â Γ
íå áîëüøå 8.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíîãî ãðà�à Γ ñ ìàñ-

ñèâîì ïåðñå÷åíèé {35, 28, 6; 1, 2, 30}. Â [3℄ èçó÷àåòñÿ êëàññ ãðà�îâ G(s, t, ψ) ñ ìàññèâîì
ïåðåñå÷åíèé {(t+1)s, ts, (t−1)(s+1−ψ); 1, 2, (t+1)ψ} (íàø ìàññèâ ïîëó÷àåòñÿ ïðè t = 4,
s = 7, ψ = 6).

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü Γ ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûì ãðà�îì ñ ìàññèâîì ïåðñå-

÷åíèé {35, 28, 6; 1, 2, 30}. Òîãäà ëèáî Γ � ãåîìåòðè÷åñêèé ãðà�, ëèáî îêðåñòíîñòü ëþáîé

âåðøèíû â Γ íå ñîäåðæèò 7-êëèê è ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ãðà�îì.



Î äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíîì ãðà�å ñ ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé {35, 28, 6; 1, 2, 30} 29

Â ýòîì ïàðàãðà�å ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûé ãðà� Γ èìååò ìàñ-

ñèâ ïåðåñå÷åíèé {35, 28, 6; 1, 2, 30}, è îêðåñòíîñòü âåðøèíû a â ãðà�å Γ íå ÿâëÿåòñÿ îáú-

åäèíåíèåì ïÿòè èçîëèðîâàííûõ 7-êëèê. Òàê êàê a1 = 6, c2 = 2, òî ∆ = [a] ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì ãðà�îì ñòåïåíè 6 íà 35 âåðøèíàõ. Ìàêñèìàëüíóþ êëèêó C èç ∆ ñ |C| = i
íàçîâåì i-ïðÿìîé. Ôèêñèðóåì âåðøèíó b ∈ ∆ è ïóñòü ÷èñëî i-ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷å-

ðåç b, ðàâíî xi.

Ëåììà 2.1. Äëÿ âåðøèíû b âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

(1) x2 = 4, x3 = 1 è |∆2(b)| = 28;

(2) x2 = 3, x4 = 1 è |∆2(b)| = 24;

(3) x2 = 2, x3 = 2 è |∆2(b)| = 26;

(4) x2 = 2, x5 = 1 è |∆2(b)| = 18;

(5) x2 = 1, x3 = x4 = 1 è |∆2(b)| = 22;

(6) x2 = 1, x6 = 1 è |∆2(b)| = 10;

(7) x2 = 0, x3 = 3 è |∆2(b)| = 24;

(8) x2 = 0, x3 = x5 = 1 è |∆2(b)| = 16;

(9) x2 = 0, x4 = 2 è |∆2(b)| = 18;

(10) x2 = 0, x7 = 1 è |∆2(b)| = 0.

⊳ Åñëè x2 = 6, òî |∆2(b)| = 30, ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè x2 = 4, òî x3 = 1 è |∆2(b)| = 28.

Åñëè x2 = 3, òî x4 = 1 è |∆2(b)| = 24.

Åñëè x2 = 2, òî ëèáî x3 = 2 è |∆2(b)| = 26, ëèáî x5 = 1 è |∆2(b)| = 20.

Åñëè x2 = 1, òî ëèáî x3 = x4 = 1 è |∆2(b)| = 22, ëèáî x6 = 1 è |∆2(b)| = 10.

Åñëè x2 = 0, òî ëèáî x3 = 3 è |∆2(b)| = 24, ëèáî x3 = x5 = 1 è |∆2(b)| = 16, ëèáî
x4 = 2 è |∆2(b)| = 18, ëèáî x7 = 1 è |∆2(b)| = 0. ⊲

Ëåììà 2.2. Ïóñòü yi � ÷èñëî âåðøèí, ëåæàùèõ íà (i)-ïðÿìûõ èç ∆, i ∈ {1, 2, . . . , 10},
zj � ÷èñëî j-ïðÿìûõ â ∆, j ∈ {2, 3, . . . , 6}. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) y1 + y2 + . . .+ y10 = 35;

(2) z6 = y6/6 è z5 = (y4 + y8)/5;

(3) z4 = (y2 + y5 + 2y9)/4 è z3 = (y1 + 2y3 + y5 + 3y7)/3;

(4) z2 = (4y1 + 2y3 + 2y4 + y5 + y6)/2.

⊳ Âñå óòâåðæäåíèÿ ëåììû ñëåäóþò èç ëåììû 2.1. ⊲

Ïî ëåììå 2.2 ÷èñëî y6 äåëèòñÿ íà 6, ïî óòâåðæäåíèþ (4) ëåììû 2.2 ÷èñëî y5 ÷åòíî è
ïî óòâåðæäåíèþ (3) ëåììû 2.2 ÷èñëî y2 ÷åòíî.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü K ÿâëÿåòñÿ êëèêîé â ∆ è |K| = i. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:

(1) åñëè i = 6, òî ∆ ñîäåðæèò 6 âåðøèí, ñìåæíûõ ñ âåðøèíàìè èç K è èíäóöèðóþùèõ

êîêëèêó;

(2) åñëè i = 5, òî ∆ ñîäåðæèò 5 ïàð âåðøèí, ñìåæíûõ ñ âåðøèíàìè èç K, è âåðøèíû

èç ðàçíûõ ïàð íå ñìåæíû.

⊳ Ïóñòü i = 6. Òîãäà ∆ ñîäåðæèò 6 âåðøèí, ñìåæíûõ ñ âåðøèíàìè èç K. Åñëè äâå

èç ýòèõ âåðøèí ñìåæíû, òî ∆ ñîäåðæèò ÷åòûðåõóãîëüíèê, ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü i = 5. Òîãäà ∆ ñîäåðæèò 5 ïàð âåðøè, ñìåæíûõ ñ âåðøèíàìè èç K. Åñëè

íåêîòîðûå âåðøèíû èç ðàçíûõ ïàð ñìåæíû, òî ∆ ñîäåðæèò ÷åòûðåõóãîëüíèê, ïðîòèâî-

ðå÷èå. ⊲

Ëåììà 2.4. Èìååì y10 = 0.
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⊳ Äîïóñòèì, ÷òî b ëåæèò íà 7-ïðÿìîé K. Ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ãðà� ∆0 = ∆−K
ñâÿçåí, ïîýòîìó y10 = 7. Äàëåå, äëÿ ëþáîé âåðøèíû c ∈ ∆0

èìååì |∆2(c)| 6 21, ïîýòîìó
y1 = y2 = y3 = 0 è y5 = y7 = 0. Ïî ëåììå 2.2 ïîëó÷èì y4 + y6 + y8 + y9 = 28, z6 = y6/6,
z5 = (y4 + y8)/5, z3 = 0, z4 = y9/2 è z2 = (2y4 + y6)/2.

Åñëè ∆0
ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíóþ 5-êëèêó L, òî ââèäó ëåììû 2.1 è ðàâåíñòâà z3 = 0

ïîäãðà� ∆0
ñîäåðæèò 5 ïàð âåðøèí, ñìåæíûõ ñ âåðøèíàìè èç L, èíäóöèðóþùèìè

10-êîêëèêó, ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäëîæåíèåì 1.1, ïðèìåíåííûì ê ∆0
. Çíà÷èò, y4 = y8 = 0.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ∆0
ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì ãðà�îì ñ êîìïîíåíòàìè, èíäóöèðîâàí-

íûìè âåðøèíàìè òèïà y6 è y9. ⊲

Èç ëåìì 2.1�2.4 ñëåäóåò òåîðåìà 2.1.

Ëåììà 2.5. Ïóñòü Γ ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî ñèììåòðè÷íûì äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûì ãðà-

�îì ñ ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé {35, 28, 6; 1, 2, 30}. Òîãäà ëèáî Γ ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì,

ëèáî îêðåñòíîñòü ëþáîé âåðøèíû ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì ãðà�îì ñ ïàðàìåòðàìè

(35, 6, 1, 1).

⊳ Ïóñòü G = Aut(Γ) è a � âåðøèíà ãðà�à Γ. Òîãäà Ga äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà [a].

Ïóñòü ∆ = [a] íå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì èçîëèðîâàííûõ 7-êëèê è yi � ÷èñëî âåðøèí

òèïà (i) èç ∆. Òîãäà yi = 35 äëÿ íåêîòîðîãî i.

Ïî ëåììå 2.2 èìååì z6 = y6/6, z5 = (y4 + y8)/5, z4 = (y2+ y5+2y9)/4, z3 = (y1 +2y3 +
y5 + 3y7)/3 è z2 = (4y1 + 2y3 + 2y4 + y5 + y6)/2.

Åñëè i = 1, òî z4 = z5 = z6 = 0 è z3 = 35/3, ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè i = 2, òî z5 = z6 = 0 è z4 = 35/4, ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè i = 3, òî z4 = z5 = z6 = 0 è z3 = 70/3, ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè i = 4, òî z3 = z4 = z6 = 0, z5 = 7 è z2 = 35. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì ðàçáèåíèå ∆
ñåìüþ 5-êëèêàìè. Ïóñòü K ÿâëÿåòñÿ 5-êëèêîé èç ∆. Òîãäà âåðøèíû èç K èìåþò 10

ñîñåäåé âíå K. Äâå èç ýòèõ 10 âåðøèí ïîïàäàþò â 5-êëèêó K ′
, ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî

K ∪K ′
ñîäåðæèò ÷åòûðåõóãîëüíèê, ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè i = 5, òî z5 = z6 = 0 è z4 = 35/4, ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè i = 6, òî z6 = 35/6, ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè i = 7, òî z3 = 35 è zi = 0 äëÿ i 6= 3. Â ýòîì ñëó÷àå∆ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì

ãðà�îì ñ ïàðàìåòðàìè (35,6,1,1).

Åñëè i = 8, òî z2 = z3 = z4 = z6 = 0 è z5 = 7. Ñíîâà èìååì ðàçáèåíèå ∆ ñåìüþ

5-êëèêàìè, ïðîòèâîðå÷èå êàê è âûøå.

Åñëè i = 9, òî z4 = 70/4, ïðîòèâîðå÷èå. ⊲

3. Àâòîìîð�èçìû ãðà�à ñ ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé {35, 28, 6; 1, 2, 30}

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü Γ ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûì ãðà�îì ñ ìàññèâîì ïåðñå-

÷åíèé {35, 28, 6; 1, 2, 30}, G = Aut(Γ), g � ýëåìåíò ïðîñòîãî ïîðÿäêà p èç G è Ω = Fix(g).
Òîãäà π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7, 13} è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

(1) Ω � ïóñòîé ãðà�, ëèáî p = 2, α3(g) = 40s + 24 è α1(g) = 8s − 4 + 28t, ëèáî
p = 3, α3(g) = 60l + 24 è α1(g) = 42t + 12l + 24, ëèáî p = 13, α3(g) = 260s + 104 è

α1(g) = 52s + 26 + 182t;
(2) Ω ÿâëÿåòñÿ n-êëèêîé, ëèáî p = 7, n = 1, 8, α3(g) = 140l + 104 − 6n, α1(g) =

98t+40− 5n, ëèáî p = 2, n ∈ {2, 4, 6}, α3(g) = 104+40s− 6n è α1(g) = 8s+40− 5n+28t;

(3) Ω ÿâëÿåòñÿ m-êîêëèêîé, m > 1, âåðøèíû èç Ω íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè 3 â Γ è

ëèáî p = 5, m ∈ {4, 9, 14}, α3(g) = −6m+100s+44 è α1(g) = −5m+20s+70t, ëèáî p = 7,
m ∈ {8, 15}, α3(g) = −6m+ 140s − 36 è α1(g) = −5m+ 28s + 98t+ 12;
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(4) Ω ñîäåðæèò ðåáðî è ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïî êðàéíåé ìåðå äâóõ èçîëèðîâàííûõ

êëèê, p = 2 è |Ω| 6 18;
(5) Ω ñîäåðæèò ãåîäåçè÷åñêèé 2-ïóòü è p 6 5.

Â ýòîì ïàðàãðà�å áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Γ ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûì

ãðà�îì ñ ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé {35, 28, 6; 1, 2, 30} è G = Aut(Γ).

Ëåììà 3.1. �ðà� Γ3 ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ðåãóëÿðíûì 
 ïàðàìåòðàìè (624, 98, 22, 14) è Γ
èìååò ñëåäóþùèå íåíóëåâûå ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé:

(1) p111 = 6, p121 = 28, p122 = 378, p123 = 84, p133 = 14;
(2) p211 = 2, p212 = 27, p213 = 6, p222 = 384, p223 = 78, p233 = 14;

(3) p312 = 30, p322 = 390, p313 = 5, p323 = 70 è p333 = 22.

⊳ Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âåðøèí u, w, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè l, ÷åðåç plij îáîçíà-

÷àåòñÿ ÷èñëî âåðøèí z ñ d(u, z) = i è d(z, w) = j. Çàìåòèì, ÷òî p212 = a2, p
3
13 = a3.

Ïî ëåììå 4.1.7 èç [1℄ ïîëó÷èì

p1ii−1
= ciki/k, p

1
ii = aiki/k, p

1
ii+1

= biki/k,

pii−22
= ci−1ci/µ, p

i−1

i+12
= bi−1bi/µ, p

2
i−1i+1

= kicibi/(kb1),

pi−1

i2 = bi−1(ai + ai−1 − a1)/µ, p
i+1

i2 = ci+1(ai + ai+1 − a1)/µ.
Èìååì a1 = 6, a2 = 29 è a3 = 5. Äàëåå, k1 = 35, k2 = 490 è k3 = 98. Ïîýòîìó

p121 = b1 = 28 è p132 = c3k3/k = 84.
Àíàëîãè÷íî p111 = a1 = 6, p122 = a2k2/k = 378 è p133 = a3k3/k = 14.
Äàëåå, p312 = c3 = 30, p213 = b2 = 6, p322 = p312(a2 + a3 − a1)/µ = 390 è p232 = b2(a3 + a2 −

a1)/µ = 78. Ïîýòîìó p233 = 20− p223 − p132 = 14.
Ñíîâà ïî ëåììå 4.1.7 èç [1℄ ïîëó÷èì p222 = (p211b1+p

2
12(a2−a1)+p

2
13c3−p

2
02b0)/µ = 384,

p323 = 70 è p333 = 22.
Òåïåðü ãðà� Γ3 ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ðåãóëÿðíûì 
 ïàðàìåòðàìè (624, 98, 22, 14). ⊲

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1 îïèðàåòñÿ íà ìåòîä Õèãìåíà ðàáîòû ñ àâòîìîð�èçìàìè

äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíîãî ãðà�à, ïðåäñòàâëåííûé â òðåòüåé ãëàâå ìîíîãðà�èè Êàìå-

ðîíà [4℄. Ïðè ýòîì ãðà�ó Γ äèàìåòðà d íà n âåðøèíàõ îòâå÷àåò ñèììåòðè÷íàÿ ñõåìà

îòíîøåíèé (X,R) ñ d êëàññàìè, ãäå X � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðà�à, R0 � îòíîøåíèå ðà-

âåíñòâà íà X, è äëÿ i 6 1 êëàññ Ri ñîñòîèò èç ïàð (u,w) òàêèõ, ÷òî d(u,w) = i. Äëÿ u ∈ Γ
ïîëîæèì ki = |Γi(u)|. Êëàññó Ri îòâå÷àåò ãðà� Γi íà ìíîæåñòâå âåðøèí X, â êîòîðîì
âåðøèíû u, w ñìåæíû, åñëè (u,w) ∈ Ri. Ïóñòü Ai � ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðà�à Γi äëÿ

i > 0 è A0 = I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Òîãäà AiAj =
∑

plijAl äëÿ ÷èñåë ïåðåñå÷åíèé p
l
ij .

Ïóñòü Pi � ìàòðèöà, â êîòîðîé íà ìåñòå (j, l) ñòîèò plij . Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
k = p1(0), . . . , p1(d) ìàòðèöû P1 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ãðà�à Γ êðàòíîñòåé

m0 = 1, . . . ,md. Ìàòðèöû P è Q, ó êîòîðûõ íà ìåñòå (i, j) ñòîÿò pj(i) è qj(i) = mjpi(j)/ni
ñîîòâåòñòâåííî, íàçûâàþòñÿ ïåðâîé è âòîðîé ìàòðèöåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñõåìû è

ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì PQ = QP = |X|I, ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà d+ 1. Ïóñòü
uj è wj � ëåâûé è ïðàâûé ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû P1, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííîìó

çíà÷åíèþ p1(j) è èìåþùèå ïåðâóþ êîîðäèíàòó 1. Òîãäà wj ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè ìàòðè-

öû P è mjuj ÿâëÿþòñÿ ñòðîêàìè ìàòðèöû Q [4, òåîðåìà 17.12℄.

Ïîäñòàíîâî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G = Aut(Γ) íà âåðøèíàõ ãðà�à Γ îáû÷íûì

îáðàçîì äàåò ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ψ ãðóïïû G â GL(v,C). Ïðîñòðàíñòâî C
v
ÿâ-

ëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðÿìîé ñóììîé ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ W0, . . . ,Wd ìàòðèöû

ñìåæíîñòè A1 ãðà�à Γ. Äëÿ ëþáîãî g ∈ G ìàòðèöà ψ(g) ïåðåñòàíîâî÷íà ñ A1, ïîýòî-

ìó ïîäïðîñòðàíñòâî Wi ÿâëÿåòñÿ ψ(G)-èíâàðèàíòíûì. Ïóñòü χi � õàðàêòåð ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ψWi
. Òîãäà [4, � 3.7℄ äëÿ g ∈ G ïîëó÷èì χi(g) = v−1

∑d
j=0

Qijαj(g), ãäå αj(g) �
÷èñëî òî÷åê x èç X òàêèõ, ÷òî d(x, xg) = j. Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ õàðàêòåðîâ ÿâëÿþòñÿ
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öåëûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè, è åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ äëÿ χi(g) � ÷èñëî

ðàöèîíàëüíîå, òî χi(g) � öåëîå ÷èñëî.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü g ∈ G, χ1 � õàðàêòåð ïðîåêöèè ïðåäñòàâëåíèÿ ψ íà ïîä-

ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 168, χ2 � õàðàêòåð ïðîåêöèè ïðåäñòàâëåíèÿ ψ íà ïîä-

ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 182. Òîãäà χ1(g) = (19α0(g) + 5α1(g) − α3(g) − 96)/70,
χ2(g) = (6α0(g) + α3(g) − 104)/20, è ÷èñëà χ1(g) − 168, χ2(g) − 182 äåëÿòñÿ íà p, åñ-
ëè g � ýëåìåíò ïðîñòîãî ïîðÿäêà p.

⊳ Èìååì

Q =





















1 1 1 1

168
216

5

−48

35

−72

7

182
−26

5

−26

5
26

273 −39
39

7

−117

7





















.

Ïîýòîìó χ1(g) = (245α0(g) + 63α1(g) − 2α2(g) − 15α3(g))/910. Ïîäñòàâëÿÿ

α2(g) = 624 − α0(g) − α1(g) − α3(g), ïîëó÷èì χ1(g) = (19α0(g) + 5α1(g)− α3(g)− 96)/70.
Àíàëîãè÷íî, χ2(g) = (35α0(g)−α1(g)−α2(g)+5α3(g))/120. Ïîäñòàâëÿÿ α1(g)+α2(g) =

624 − α0(g) − α3(g), ïîëó÷èì χ2(g) = (6α0(g) + α3(g) − 104)/20.
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç [5, ëåììà 2℄. ⊲

Âûáåðåì âåðøèíó a ∈ Γ è ïîëîæèì ki = |Γi(a)|. Òîãäà k2 = 490 è k3 = 98.
Ïóñòü g � ýëåìåíò ïðîñòîãî ïîðÿäêà p èç G è Ω = Fix(g). Ïî [6, òåîðåìà 3.2℄ èìååì

|Ω| 6 624 · 22/84 = 163.

Ëåììà 3.3. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) åñëè Ω � ïóñòîé ãðà�, òî ëèáî p = 2, α3(g) = 40s + 24 è α1(g) = 8s − 4 + 28t,
ëèáî p = 3, α3(g) = 60l + 24 è α1(g) = 42t + 12l + 24, ëèáî p = 13, α3(g) = 260s + 104 è

α1(g) = 52s + 26 + 182t;
(2) åñëè Ω ÿâëÿåòñÿ n-êëèêîé, òî ëèáî p = 7, n = 1, 8, α3(g) = 140l+104− 6n, α1(g) =

98t+40− 5n, ëèáî p = 2, n ∈ {2, 4, 6}, α3(g) = 104+40s− 6n è α1(g) = 8s+40− 5n+28t;
(3) åñëè Ω ÿâëÿåòñÿ m-êîêëèêîé, m > 1, òî p = 5, m ∈ {4, 9, 14}, α3(g) = −6m +

100s + 44 è α1(g) = −5m + 20s + 70t èëè p = 7, m ∈ {8, 15}, α3(g) = −6m + 140s − 36 è

α1(g) = −5m+ 28s + 98t+ 12;
(4) åñëè Ω ñîäåðæèò ðåáðî è ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì èçîëèðîâàííûõ êëèê, òî p = 2

è |Ω| 6 18.

⊳ Ïóñòü Ω � ïóñòîé ãðà�. Òàê êàê v = 16 · 39, òî p ðàâíî 2, 3 èëè 13.
Â ñëó÷àå p = 2 ÷èñëî χ2(g) = (α3(g)− 104)/20 ÷åòíî è α3(g) = 40s+24. Äàëåå, ÷èñëî

χ1(g) = (α1(g) − 8s − 24)/14 ÷åòíî, ïîýòîìó α1(g) = 8s− 4 + 28t.
Â ñëó÷àå p = 3 ÷èñëî χ2(g) = (α3(g) − 104)/20 ñðàâíèìî ñ 2 ïî ìîäóëþ 3 è

α3(g) = 60l + 24. Äàëåå, χ1(g) = (5α1(g) − (60l + 24) − 96)/70 = (α1(g) − 12l − 24)/14,
ïîýòîìó α1(g) = 42t+ 12l + 24.

Â ñëó÷àå p = 13 ÷èñëî χ2(g) = (α3(g) − 104)/20 äåëèòñÿ íà 13 è α3(g) = 260s + 104.
Äàëåå, ÷èñëî χ1(g) = (α1(g) − 52s − 40)/14 ñðàâíèìî ñ −1 ïî ìîäóëþ 13, ïîýòîìó

α1(g) = 52s + 26 + 182t.
Ïóñòü Ω ÿâëÿåòñÿ n-êëèêîé. Åñëè n = 1, òî p äåëèò 35 è 98, ïîýòîìó p = 7. Åñëè n > 1,

òî äëÿ äâóõ âåðøèí a, b ∈ Ω ýëåìåíò g äåéñòâóåò áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà [a] ∩ [b]− Ω
è íà [a] − b⊥. Îòñþäà p äåëèò 8 − n è 28, ïîýòîìó ëèáî p = 7 è n = 8, ëèáî p = 2 è

n ∈ {2, 4, 6, 8}.
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Åñëè p = 7, òî χ2(g) = (6n + α3(g) − 104)/20 è α3(g) = 140l + 104 − 6n, ÷èñëî
χ1(g) = (19n + 5α1(g) − (140l + 104 − 6n) − 96)/70 = (α1(g) − 40 + 5n)/14 äåëèòñÿ íà 7,

ïîýòîìó α1(g) = 98t+ 40− 5n.
Åñëè p = 2, òî ÷èñëî χ2(g) = (6n + α3(g) − 104)/20 ÷åòíî, è α3(g) = 104 + 40s − 6n,

÷èñëî χ1(g) = (19n+5α1(g)− (104+40s− 6n)− 96)/70 = (5n+α1(g)− 8s− 40)/14 ÷åòíî,
ïîýòîìó α1(g) = 8s+ 40− 5n + 28t.

Ïóñòü Ω ÿâëÿåòñÿ m-êîêëèêîé, m > 1. Åñëè äâå âåðøèíû a, b ∈ Ω íàõîäÿòñÿ íà

ðàññòîÿíèè 2, òî g äåéñòâóåò áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà [a]∩ [b] è íà [a], ïîýòîìó p äåëèò
2 è 35, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ëþáûå äâå âåðøèíû èç Ω íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè 3, è p
äåëèò 35 è 99−m, ïîýòîìó p ∈ {5, 7}. Çàìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê êëèêè â Γ3 íå áîëüøå 17.

Â ñëó÷àå p = 5 èìååì m ∈ {4, 9, 14}. ×èñëî χ2(g) = (6m + α3(g) − 104)/20 ñðàâíèìî

ñ 2 ïî ìîäóëþ 5 è α3(g) = −6m+100s+44. Äàëåå, ÷èñëî χ1(g) = (19m+5α1(g)− (−6m+
100s + 44) − 96)/70 = (5m + α1(g) − 20s − 28)/14 ñðàâíèìî ñ 3 ïî ìîäóëþ 5, ïîýòîìó

α1(g) = −5m+ 20s + 70t.
Â ñëó÷àå p = 7 èìååì m ∈ {8, 15}. ×èñëî χ2(g) = (6m+α3(g)−104)/20 äåëèòñÿ íà 7 è

α3(g) = −6m+140s−36. Äàëåå, ÷èñëî χ1(g) = (19m+5α1(g)−(−6m+140s−36)−96)/70 =
(5m+ α1(g) − 28s− 12)/14 äåëèòñÿ íà 7, ïîýòîìó α1(g) = −5m+ 28s + 98t+ 12.

Ïóñòü Ω ñîäåðæèò ðåáðî è ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì èçîëèðîâàííûõ êëèê. Òàê êàê

p121 = 28, òî p = 2, 7. Åñëè âåðøèíû èç ðàçíûõ êëèê ãðà�à Ω íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè 3

â Γ, òî ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà p312 = 30 èìååì p = 2. Äàëåå, p313 = 5, ïîýòîìó ïîðÿäêè

ìàêñèìàëüíûõ êëèê â Ω ðàâíû 2, 4 èëè 6. Íàêîíåö, p133 = 14, ïîýòîìó |Ω| 6 18.
Ïóñòü Ω ñîäåðæèò äâå âåðøèíû a, b íà ðàññòîÿíèè 2, [a] ∩ [b] = {u, ug}. Òîãäà p = 2

è Ω(a) ñîäåðæèò íå÷åòíîå ÷èñëî âåðøèí èç Γ2(b) è ÷åòíîå ÷èñëî âåðøèí èç Γ3(b). Åñëè
Ω(a) ñîäåðæèò äâå âåðøèíû c, d èç Γ3(b), òî [c] ∩ [u] = {a, e} = [c] ∩ [ug] äëÿ íåêîòîðîé

âåðøèíû e ∈ Ω, à ñòåïåíü b â Ω íå áîëüøå 5. Â ýòîì ñëó÷àå |Ω| 6 18.
Åñëè æå Ω(a) íå ïåðåñåêàåò Γ3(b) è Ω(b) íå ïåðåñåêàåò Γ3(a), òî [u]∩ [ug] ñîäåðæèò íå

áîëåå 6 âåðøèí èç Ω. Äëÿ âåðøèíû c ∈ Ω(a)− [u] ïîäãðà� [c]∩ [u] ñîäåðæèò äâå âåðøèíû
èç Ω è [c] ∩ [b] = {w,wg}. Ïîýòîìó |Ω(a) − [u]| 6 4, ñòåïåíè âåðøèí a, b â Ω íå áîëüøå 5

è ñíîâà |Ω| 6 18.
(1) p111 = 6, p121 = 28, p122 = 378, p123 = 84, p133 = 14;
(2) p211 = 2, p212 = 27, p213 = 6, p222 = 384, p223 = 78, p233 = 14;
(3) p312 = 30, p322 = 390, p313 = 5, p323 = 70 è p333 = 22. ⊲

Ëåììà 3.4. Åñëè [a] ⊂ Ω äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû a, òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû

u ∈ Γ2(a)− Ω îðáèòà u〈g〉 ÿâëÿåòñÿ êëèêîé èëè êîêëèêîé, p 6 3 è â ñëó÷àå a⊥ = Ω
ëèáî p = 3, α3(g) = 60l − 72 è α1(g) = 42t + 12l − 132, ëèáî p = 2, α3(g) = 40l + 8 è

α1(g) = 28t+ 8l − 116.

⊳ Ïóñòü [a] ⊂ Ω äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû a. Òîãäà äëÿ ëþáîé âåðøèíû u ∈ Γ2(a)− Ω
îðáèòà u〈g〉 íå ñîäåðæèò ãåîäåçè÷åñêèõ 2-ïóòåé è ÿâëÿåòñÿ êëèêîé èëè êîêëèêîé. Â ëþáîì

ñëó÷àå ïîäãðà� [a] ∩ [u] ÿâëÿåòñÿ 2-êëèêîé è äëÿ äâóõ âåðøèí b, c ∈ [a] ∩ [u] ïîäãðà�
[b] ∩ [c] ñîäåðæèò a è p âåðøèí èç u〈g〉, ïîýòîìó p 6 5.

Â ñëó÷àå p = 5 ïîäãðà� u〈g〉 ÿâëÿåòñÿ êëèêîé, èíà÷å [b] ∩ [c] ÿâëÿåòñÿ 6-êîêëèêîé,

ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 2.1. Òåïåðü ãðà� ∆ = [b] ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíóþ 6-êëèêó

K = u〈g〉 ∪ {c}, ∆(ug
i

) − K ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ âåðøèíó di è ïî ëåììå 2.3 ïîä-

ãðà� {d1, . . . , d5} ÿâëÿåòñÿ êîêëèêîé. Îòñþäà di /∈ Ω è {d1, . . . , d5} ÿâëÿåòñÿ 〈g〉-îðáèòîé,
ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, p 6 3.

Ïóñòü a⊥ = Ω. Òîãäà α0(g) = 36. Â ñëó÷àå p = 3 ÷èñëî χ2(g) = (216 + α3(g)− 104)/20
ñðàâíèìî ñ 2 ïî ìîäóëþ 3 è α3(g) = 60l − 72. Äàëåå, χ1(g) = (132 + α1(g) − 12l)/14 è

α1(g) = 42t+ 12l − 132.
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Â ñëó÷àå p = 2 ÷èñëî χ2(g) = (216 + α3(g) − 104)/20 ÷åòíî è α3(g) = 40l + 8. Äàëåå,
÷èñëî χ1(g) = (116 + α1(g)− 8l)/14 ÷åòíî è α1(g) = 28t+ 8l − 116. ⊲

Ëåììà 3.5. Åñëè Ω ñîäåðæèò ãåîäåçè÷åñêèé 2-ïóòü b, a, c, òî p 6 5.

⊳ Ïóñòü Ω ñîäåðæèò ãåîäåçè÷åñêèé 2-ïóòü b, a, c. Åñëè p > 7, òî [a] ⊂ Ω, ïðîòèâîðå÷èå
ñ ëåììîé 3.4.

Ïóñòü p = 7. Òîãäà g �èêñèðóåò ïî 6 âåðøèí èç [a] ∩ [b], [a] ∩ [c] è âòîðóþ âåðøèíó

e èç [b] ∩ [c]. Åñëè [a] íå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïÿòè èçîëèðîâàííûõ 7-êëèê, òî ââèäó

òåîðåìû 2.1 èìååì [a] ⊂ Ω, ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 3.4. Çíà÷èò [a] ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
ïÿòè èçîëèðîâàííûõ 7-êëèê. Àíàëîãè÷íî êàæäûé èç ãðà�îâ [e], [b], [c] ÿâëÿåòñÿ îáúåäè-
íåíèåì ïÿòè èçîëèðîâàííûõ 7-êëèê. Îòñþäà ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ∆ ãðà�à Ω � âïîëíå

ðåãóëÿðíûé ãðà� ñ ïàðàìåòðàìè (v′, 7s, 6, 2). Åñëè Ω íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ãðà�îì, òî

ñòåïåíü ãðà�à ∆ íå áîëüøå 5, ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, ∆ = Ω, |Ω| 6 163, ïîýòîìó s = 2.

Åñëè Ω � ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ãðà�, òî Ω ÿâëÿåòñÿ 8×8-ðåøåòêîé, ÷èñëî ðåáåð ìåæäó
Ω è Γ−Ω ðàâíî 64 ·21, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ω ñîäåðæèò âåðøèíó e
èç Γ3(a). Â ýòîì ñëó÷àå Ω � äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûé ãðà� ñ ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé

{14, 7, 6; 1, 2, 8}, ïðîòèâîðå÷èå. ⊲

Òåîðåìà 3.1 äîêàçàíà.

4. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûé ãðà� ñ ìàññèâîì ïåðñå÷åíèé

{35, 28, 6; 1, 2, 30} ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî ñèììåòðè÷íûì. Òîãäà ãðóïïà G = Aut(Γ) ðàçðåøèìà.

Â ýòîì ïàðàãðà�å áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Γ ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî ñèììåòðè÷íûì äè-

ñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûì ãðà�îì ñ ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé {35, 28, 6; 1, 2, 30}, G = Aut(Γ)
è a, b� ñìåæíûå âåðøèíû ãðà�à Γ. Òîãäà Ga äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà [a], |G : Ga| = 624
è |Ga : Ga,b| = 35. Ïî òåîðåìå 2.1 èìååì |G| = 2α3β5γ7δ13.

Ëåììà 4.1. Åñëè f � ýëåìåíò ïîðÿäêà 13 èç G, g � ýëåìåíò ïðîñòîãî ïîðÿäêà p 6 7
èç CG(f) è Ω = Fix(g), òî p 6 3 è Ω � ïóñòîé ãðà� èëè Ω ñîäåðæèò ãåîäåçè÷åñêèé 2-ïóòü.

⊳ Ïóñòü f � ýëåìåíò ïîðÿäêà 13 èç G, g � ýëåìåíò ïðîñòîãî ïîðÿäêà p 6 7 èç CG(f)
è Ω = Fix(g).

Åñëè Ω � ïóñòîé ãðà�, òî ïî òåîðåìå 3.1 ëèáî p = 2, α3(g) = 40s + 24 è α1(g) =
8s − 4 + 28t, ëèáî p = 3, α3(g) = 60l + 24 è α1(g) = 42t + 12l + 24. Òàê êàê ÷èñëà αi(g)
äåëÿòñÿ íà 13, òî ëèáî p = 2, α3(g) = 624 èëè α3(g) = 104, α1(g) = 208, ëèáî p = 3,
α3(g) = 624.

Åñëè Ω � íåïóñòîé ãðà�, òî |Ω| = 13e, ïî òåîðåìå 3.1 Ω ñîäåðæèò ãåîäåçè÷åñêèé

2-ïóòü è p 6 5.

Åñëè p = 5, òî e− 3 äåëèòñÿ íà 5, ÷èñëî χ2(g) = (78e + α3(g) − 104)/20 ñðàâíèìî ñ 2
ïî ìîäóëþ 5, α3(g) = 100s + 144 − 78e è s + 3 äåëèòñÿ íà 13. Îòñþäà s = 10, e = 8 è

α3(g) = 1144 − 624 = 520. Â ýòîì ñëó÷àå α1(g) = 0, χ1(g) = (1976 − 616)/70 = 136/7,
ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè p = 3, òî e äåëèòñÿ íà 3, e 6 12, ÷èñëî χ2(g) = (78e + α3(g)− 104)/20 ñðàâíèìî
ñ 2 ïî ìîäóëþ 3, α3(g) = 60s + 144 − 78e è 5s − 1 äåëèòñÿ íà 13. Îòñþäà ëèáî s = 8 è

α3(g) = 624 − 78e, ëèáî s = 21 è α3(g) = 1404 − 78e. Â ïåðâîì ñëó÷àå χ1(g) = (19 · 13e +
5α1(g)− (624−78e)−96)/70 = (13 ·104+5α1(g)+78e−96)/70 = (1256+5α1(g)+78e)/70.
Îòñþäà 3e + 1 äåëèòñÿ íà 5 è e = 3, 8. Åñëè e = 3, òî χ1(g) = (258 + α1(g))/14 è

α1(g) = 6(7t − 43). Åñëè e = 8, òî χ1(g) = (376 + α1(g))/14 è α1(g) = 42t+ 2.



Î äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíîì ãðà�å ñ ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé {35, 28, 6; 1, 2, 30} 35

Âî âòîðîì ñëó÷àå χ1(g) = (19 ·104+5α1(g)−(1404−78e)−96)/70 = (13 ·104+5α1(g)+
78e−96)/70 = (1256+5α1(g)+78e)/70. Îòñþäà 3e+1 äåëèòñÿ íà 5 è e = 3, 8. Åñëè e = 3,
òî χ1(g) = (258 + α1(g))/14 è α1(g) = 6(7t − 43). Åñëè e = 8, òî χ1(g) = (376 + α1(g))/14
è α1(g) = 42t + 2 è α1(g) = 42t + 12l + 24. Òàê êàê ÷èñëà αi(g) äåëÿòñÿ íà 13, òî ëèáî

p = 2, α3(g) = 624 èëè α3(g) = 104, α1(g) = 208, ëèáî p = 3, α3(g) = 624 � ïóñòîé ãðà�,

òî, ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 2.4. Çíà÷èò, [a] ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïÿòè èçîëèðîâàííûõ

7-êëèê. Àíàëîãè÷íî êàæäûé èç ãðà�îâ [e], [b], [c] ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïÿòè èçîëè-

ðîâàííûõ 7-êëèê. Îòñþäà ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ∆ ãðà�à Ω � âïîëíå ðåãóëÿðíûé ãðà� ñ

ïàðàìåòðàìè (v′, 7s, 6, 2). Åñëè Ω íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ãðà�îì, òî ñòåïåíü ãðà�à ∆ íå

áîëüøå 5, ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, ∆ = Ω, |Ω| 6 163, ïîýòîìó s = 2.

Åñëè Ω � ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ãðà�, òî Ω ÿâëÿåòñÿ 8×8-ðåøåòêîé, ÷èñëî ðåáåð ìåæäó
Ω è Γ−Ω ðàâíî 64 ·21, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ω ñîäåðæèò âåðøèíó e
èç Γ3(a). Â ýòîì ñëó÷àå Ω � äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûé ãðà� ñ ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé

{14, 7, 6; 1, 2, 8}, ïðîòèâîðå÷èå. ⊲

Ëåììà 4.2. �ðóïïà G ðàçðåøèìà.

⊳ Åñëè G � íåðàçðåøèìàÿ ãðóïïà, T � öîêîëü ãðóïïû G = G/S(G), òî ââèäó ëåì-
ìû 4.1 ÷èñëî 13 äåëèò |T |. Ïî [7, òàáëèöà 1℄ ãðóïïà T èçîìîð�íà Sz(8), L2(64), U4(5),
L3(9), PSp6(3), PΩ7(3), G2(4), Sp4(8), PΩ

+
8
(3).

Òàê êàê T ñîäåðæèò ïîäãðóïïó èíäåêñà, äåëÿùåãî 64 · 39, òî ñ ïîìîùüþ Àòëàñà ïî-

ëó÷èì T ∼= U4(5), Sp4(8).

Åñëè T èçîìîð�íà ãðóïïå U4(5) ïîðÿäêà 2734567 · 13, òî T a � ìàêñèìàëüíàÿ

5-ëîêàëüíàÿ ïîäãðóïïà, èçîìîð�íàÿ ëèáî ðàñøèðåíèþ ãðóïïû ïîðÿäêà 55 ñ ïîìîùüþ

ðàñøèðåíèÿ ãðóïïû SU2(5) ïîñðåäñòâîì ãðóïïû ïîðÿäêà 24, ëèáî ðàñøèðåíèþ ãðóïïû

ïîðÿäêà 54 ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåíèÿ ãðóïïû SL2(25) ïîñðåäñòâîì ãðóïïû ïîðÿäêà 4, ïðî-

òèâîðå÷èå.

Åñëè T èçîìîð�íà ãðóïïå Sp4(8) ïîðÿäêà 212345 ·7213, òî ìàêñèìàëüíûå 2-ëîêàëüíûå
ïîäãðóïïû èìåþò èíäåêñ, êðàòíûé 5, ïîäãðóïïû O−

4
(8), Sz(8) è Sp2(64).2 èìåþò èíäåêñ,

íå êðàòíûé 13, Sp4(2).3 èìååò èíäåêñ, êðàòíûé 7, L2(8), O
+
4
(8) èìåþò èíäåêñ, êðàòíûé 5,

ïðîòèâîðå÷èå. ⊲

Èç ëåììû 4.2 ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå 1.
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Abstra
t. It is proved that for a distan
e-regular graph Γ of diameter 3 with eigenvalue θ2 = −1 the


omplement graph of Γ3 is pseudo-geometri
 for pGc3(k, b1/c2). Bang and Koolen investigated distan
e-regular
graphs with interse
tion arrays (t+ 1)s, ts, (s+ 1− ψ); 1, 2, (t+ 1)ψ. If t = 4, s = 7, ψ = 6 then we have array
35, 28, 6; 1, 2, 30. Distan
e-regular graph Γ with interse
tion array {35, 28, 6; 1, 2, 30} has spe
trum of 351, 9168,
−1182, −5273, v = 1+35+490+98 = 624 verti
es and Γ3 is a pseudogeometri
 graph for pG30(35, 14). Due to
the border of Delsarte, the order of 
li
ks in Γ is not more than 8. It is also proved that either a neighborhood

of any vertex in Γ is the union of an isolated 7-
li
k, or the neighborhood of any vertex in Γ does not


ontain a 7-
li
k and is a 
onne
ted graph. The stru
ture of the group G of automorphisms of a graph Γ with

an interse
tion array {35, 28, 6; 1, 2, 30} has been studied. In parti
ular, π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7, 13} and the edge

symmetri
 graph Γ has a solvable group automorphisms.

Key words: distan
e-regular graph, Delsarte 
lique, geometri
 graph.

Mathemati
al Subje
t Classi�
ation (2000): 20D05.

For 
itation: Makhnev, A. A. and Tokbaeva, A. A. On a Distan
e-Regular Graph with an Interse
tion

Array {35, 28, 6; 1, 2, 30}, Vladikavkaz Math. J., 2019, vol. 21, no. 2, pp. 27�37 (in Russian). DOI:

10.23671/VNC.2019.2.32115.

Referen
es

1. Brouwer, A. E., Cohen, À. M. and Neumaier, A. Distan
e-Regular Graphs, Berlin�Heidelberg�New

York, Springer-Verlag, 1989. DOI: 10.1007/978-3-642-74341-2.

2. Brouwer, A. E. and Neumaier, A. A Remark on Partial Linear Spa
es with Girth 5 with an Appli
ation

to Strongly Regular Graphs, Combinatori
a, 1988, vol. 8, pp. 57�61. DOI: 10.1007/BF02122552.



Î äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíîì ãðà�å ñ ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé {35, 28, 6; 1, 2, 30} 37

3. Bang, S. and Koolen, J. H. On Geometri
 Distan
e-Regular Graphs with Diameter Three, European

J. Combin., 2014, vol. 36, pp. 331�341. DOI: 10.1016/j.ej
.2013.06.044.

4. Cameron, P. J. Permutation Groups, London Math. So
. Student Texts, no. 45, Cambridge, Cambridge
Univ. Press, 1999. DOI: 10.1017/CBO9780511623677.

5. Gavrilyuk, A. L. and Makhnev, A. A. On Automorphisms of Distan
e-Regular Graphs with

Interse
tion Array {56, 45, 1; 1, 9, 56}, Doklady Mathemati
s, 2010, vol. 81, no. 3, pp. 439�442. DOI:

10.1134/S1064562410030282.

6. Behbahani, M. and Lam, C. Strongly Regular Graphs with Nontrivial Automorphisms, Dis
rete Math.,

2011, vol. 311, pp. 132�144. DOI: 10.1016/j.dis
.2010.10.005.

7. Zavarnitsine, A. V. Finite Simple Groups with Narrow Prime Spe
trum, Siberian Ele
tr. Math. Reports,

2009, vol. 6, pp. 1�12.

Re
eived February 19, 2019

Alexander A. Makhnev

N. N. Krasovskii Institute of Mathemati
s and Me
hani
s,

16 S. Kovalevskaja St., Ekaterinburg 620990, Russia,

Head of Departament of Algebra and Topology;

Ural Federal University,

19 Mira St., 620002 Ekaterinburg, Russia,

Professor of the Department of Algebra and Topology

E-mail: makhnev�imm.uran.ru

https://or
id.org/0000-0003-2868-6713

Albina A. Tokbaeva

Kh. M. Berbekov Kabardino-Balkarian State University,

173 Chernyshevsky St., Nal
hik 360004, Russia,

Senior Le
turer of the Department of Algebra and Di�erential Equations

E-mail: tok2506�mail.ru


